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ОБ АВТОРЕ И ЭТОЙ КНИГЕ

Эта книга — курс лекций по математическим моделям естественных
наук глубокого математика и механика, создателя научной школы по ма-
тематической гидродинамике, профессора Виктора Иосифовича Юдовича
(4.10.1934–19.04.2006).

Вся жизнь В.И. Юдовича связана с Ростовским государственным уни-
верситетом (РГУ, ныне ЮФУ), куда он поступил на физмат в 1952 году и
где через пять лет стал преподавать. После разделения физмата работал
на механико-математическом факультете (мехмате), ведя интенсивную на-
учную и преподавательскую работу, создавая свою научную школу и ка-
федру. Кандидатскую диссертацию В.И. Юдович защитил в МГУ, доктор-
скую – в Институте проблем механики АН СССР, был членом редколлегий,
ученых советов, председателем диссертационного Совета, президентом Ро-
стовского математического общества.

Энциклопедически образованный, талантливый во всем и расположен-
ный к людям В.И. Юдович занимался гидродинамикой, для решения слож-
нейших проблем которой освоил все, что могло помочь ему в исследовании
проблемы турбулентности. Его понимание уравнений математической фи-
зики, теории динамических систем и многих разделов математики и меха-
ники было уникальным. Более сорока лет семинару В.И. Юдовича по ма-
тематической гидродинамике, куда приезжали люди из разных мест: «до-
клад у Юдовича» означал высокий уровень экспертизы и зачастую самому
докладчику давал лучшее понимание сделанного и прояснение перспектив
работы.

На мехмате РГУ В.И. Юдович прочел множество курсов: от теории
функций действительного переменного до механики сплошной среды. Это
были оригинальные курсы, содержательные идейно и технически, сочетав-
шие научную точность и богатство русского языка. Остались конспекты
прочитанных лекций, эти записи активно используются и помогают препо-
давателям. По ряду курсов В.И. Юдович подготовил печатные варианты.
Это две книги «Лекции об уравнениях математической физики», с белой и
синей обложками. К сожалению, не закончена третья часть, которая долж-
на была выйти с красной обложкой, чтоб получился триколор. Двумя из-
даниями вышел «Практикум по решению дифференциальных уравнений»,
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написанный в соавторстве с А.А. Есиповым и Л.И. Сазоновым. В.И. Юдо-
вич говорил, что интересен новый предмет – поэтому, «поставив» тот или
иной курс, передавал его ученикам.

Даже появлению первой в мире монографии по математической теории
электрофореза (В.Г. Бабский, М.Ю. Жуков, В.И. Юдович, 1982 г.) предше-
ствовал цикл лекций по моделированию задач массопереноса под действи-
ем электромагнитного поля. Помимо входивших в преподавательскую на-
грузку лекций и заседаний еженедельного семинара, В.И. Юдович каждый
год организовывал микросеминары, посвященные новым проблемам гидро-
динамики и математики. Прочитанные там лекции вводили учеников Юдо-
вича и всех желающих в новые разделы и новые задачи, из этих лекций вы-
растали темы будущих исследований. Обзорные статьи В.И. Юдовича, на-
писанные в начале 21 века, – попытка передать, сохранить свое понимание
математической гидродинамики, которую он развивал до последних дней.
В.И. Юдович был Учителем, ему было важно, чтобы начатые им исследо-
вания и работы продолжались трудами его сотрудников, он многое сделал
для того, чтобы развивались механика и математика в Ростове, России и
мире.

Курс математических моделей естественных наук (естествознания) пер-
вый раз был прочитан им в 1991 году для студентов четвертого курса спе-
циальности «прикладная математика» мехмата. С каждым годом курс раз-
вивался, пополняясь новым материалом, в планах было включение в курс
разделов по термодинамике, конвекции. Подготовкой печатного варианта
лекций В.И. Юдович занимался, уже борясь с болезнью, он работал над
«Математическими моделями» до последних дней. Эти лекции были раз-
мещены на кафедральном сайте, и немало читателей поделилось своими
замечаниями и советами. Особая благодарность студентам мехмата 2006-
2008 гг., активно участвовавшим в устранении опечаток, уточнении ссылок
и др. В интернетовском ресурсе vkontakte.ru появилась инициированная
студентами «Группа любителей литературного таланта В.И. Юдовича».

В наборе и правке текстов участвовали О.А. Цывенкова, Е.В. Ширяе-
ва и И.В. Островская, взявшая на себя труд финальной редактирования и
верстки. Тексты вычитывали М.Ю. Жуков, С.М. Зеньковская, Л.И. Сазо-
нов и В.Г. Цибулин, занимавшийся подготовкой издания.



ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА

Цель этого курса — рассказать об основных моделях естествознания,
научить подходам к исследованию явлений природы, её фундаментальных
законов на основе математического анализа. Это — лекции. И хотя пись-
менный курс не повторяет дословно то, что говорится на занятиях, я стара-
юсь сохранить стиль живого разговора с живой аудиторией.

До сих пор образцом для построения математических моделей служит
механика, начиная с классического труда Ньютона «Математические осно-
вы натуральной философии» [32]. Дальнейшее развитие механики вплоть
до XIX века, связанное с именами, пожалуй, всех великих математиков и
физиков XVII–XX в.в. — Декарт, Гюйгенс, Лейбниц, Ферма, Эйлер, Лагранж,
Гамильтон, Якоби, Гаусс, Герц, Максвелл, Пуанкаре — привело к постро-
ению грандиозного здания механики систем с конечным числом степеней
свободы, а также и механики сплошной среды. Вся история науки ясно по-
казывает, что каждый серьёзный новый шаг в исследовании природы бы-
вает неразрывно связан с развитием новых математических теорий. Нужно
ли напоминать, что научные открытия непосредственно влияют на развитие
технологии, а тем самым и на образ жизни людей?

Время от времени возникают споры о том, какое достижение математи-
ки было самым важным и кто из математиков был самым великим. (Я не
считаю такие обсуждения слишком уж серьёзными, но всё-таки...). Очень
многие считают, что главным достижением было введение позиционной си-
стемы счисления, а ее автор, имя которого неизвестно (возможно, араб, а,
скорее всего, индус), и был величайшим из математиков на нашей плане-
те. С этим можно поспорить. Я склонен думать, что величайшим достиже-
нием математики является, быть может, оглавление современных книг по
глобальной дифференциальной геометрии. Оно начинается с понятий то-
пологического и метрического пространств. Затем рассматриваются мно-
гообразия, векторные поля, дифференциальные формы, тензорные поля,
геодезические на многообразиях, кривизны, вариационные принципы для
геодезических, группы и алгебры Ли. Это оглавление представляет собой
великий план исследования, созданный и реализованный прежде всего в
механике, усилиями едва ли не всех ведущих математиков трех столетий.
Оказалось, что геодезические линии в геометрии в точности соответствуют
движениям в механике. Далее выяснилось, что явления, с виду совершен-
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но непохожие на механические движения тел, описываются по сути теми
же законами, лишь с некоторыми изменениями, носящими мало принципи-
альный характер с точки зрения общих геометрических теорий. Например,
в основе электродинамики лежат вариационные принципы, установленные
впервые в механике. Теория относительности с ее головокружительными
следствиями тоже оказывается с формальной стороны не более, чем одной
из глав механики.

План описания природы, созданный в механике и связанный, главным
образом, с дифференциальной геометрией, является неким идеальным об-
разцом для других наук. Однако полностью он не реализован даже в физике
(за исключением, может быть, некоторых её областей, скажем, термодина-
мики). Время покажет, насколько этот план универсален, может ли он быть
реализован, скажем, в биологии или придётся создавать иные планы. По-
ка что мы очень далеко от ответа на этот вопрос, хотя в различных частных
областях биологии, химии, экономики применение идей и методов механики
и математической физики дало уже немало интересных и глубоких резуль-
татов.

Сейчас постоянно употребляются названия «математическая физика»,
«математическая химия», «математическая биология», «математическая
экономика». Но нет никакой «физической» или «биологической» матема-
тики. Правда, в последнее время стал мелькать термин «финансовая ма-
тематика», но это лингвистическое недоразумение. По-английски говорят
mathematical finance, математические финансы. Это, однако, неудобопро-
износимо, что и привело к появлению «финансовой математики». Неко-
торые недалекие люди приняли это недоразумение всерьез и предлагают
учить детей складывать и вычитать не яблоки и палочки, а доллары и руб-
ли, и дальше продолжать развивать математику в том же духе. Ну, конечно,
я считаю это чушью. На самом деле, в «финансовой математике» применя-
ются всё те же методы математического анализа, алгебры, теории вероят-
ностей, теории меры. Решаются уравнения, по сути (а то и вовсе ничем) не
отличающиеся от уравнений математической физики. Кстати, высокомер-
ное отношение математиков к этой области не очень оправдано. Конечно,
халтурщики есть во всех областях, а в новых (модных, престижных и де-
нежных) областях их в процентном отношении бывает чуть больше, но и
в финансовой математике ставятся и решаются замечательно интересные
математические задачи.

Имеется довольно много книг, названия которых начинаются слова-
ми «Математические модели ...» или «Математическое моделирование в
...» Дальше поминается биология, экономика, химия,... Знакомство с этими
книгами сразу показывает, что речь в них идет по сути о тех или иных част-
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ных моделях математической физики. Естественнонаучная и технологиче-
ская специфика рассматриваемых проблем зачастую отражается доволь-
но слабо. Недавно мне довелось участвовать в конференции по математи-
ческим моделям, описывающим плавающие живые организмы (biological
swimmers, биологических пловцов, как образно выражается один из авто-
ритетов в этой области Джон Кесслер (John Kessler)). На этой конференции
одни докладчики рассматривали микроорганизмы в воде, другие говорили
о рыбах и дельфинах. Довольно забавным образом математические модели
были при этом почти одни и те же. Специфику жизни до сих пор не удается
уловить и вставить в математические формулы.

Обычно, математики, занимающиеся биологией, любят ссылаться на то,
что их предмет много сложней, чем то, чем эанимаются физики. Так-то оно
так, но в реальной жизни пока что задачи, которые решаются в математи-
ческой физике и механике, как правило, куда сложнее и глубже, чем те, ко-
торые решают математические биологи. Может быть, когда-нибудь это по-
ложение изменится — когда математика по-настоящему глубоко проник-
нет в биологию. Один мой друг, математический биолог, отвечая на вопрос
анкеты о недостатках исследований по математической биологии, написал:
«Их всего два: слабое проникновение в биологическую сущность проблем
и низкий математический уровень».

В этом курсе я пытаюсь изложить те общие принципы и подходы к по-
строению моделей, которые явно или неявно, правильно или не совсем пра-
вильно, применяются во всех этих областях.

Возможно, главная трудность построения этого курса связана с тем, что
в математическом моделировании применяется едва ли не весь математи-
ческий аппарат, созданный математикой прошлого и создаваемый на на-
ших глазах современной математикой. Между тем, в курсах, прослушанных
(в обоих смыслах) студентами-математиками (и чистыми, и прикладными),
многие важнейшие теории и факты даже не упоминаются. Например, наши
студенты ничего не знают о дифференциальных формах, и даже когда чи-
тается курс топологии, некоторые лекторы ухитряются не упомянуть числа
Бетти, когомологии, степень отображения, вращение векторного поля и т.п.
В курсах алгебры зачастую даже не упоминаются унитарные, ортогональ-
ные, якобиевы трехдиагональные матрицы, не разъясняется толком поня-
тие кратности собственного значения. Дело усугубляется тем, что книги по
топологии (за редким и счастливым исключением) пишутся для топологов,
книги по геометрии — соответственно, для геометров и т.д. В литературе
ощущается острый дефицит учебных пособий по различным разделам ма-
тематической теории, изложенным для последующего применения в при-
кладной науке. В итоге в ряде случаев мне приходится бегло, без детальных
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доказательств, рассказывать об основных понятиях линейного и нелиней-
ного функционального анализа, методах спектральной теории операторов,
вариационного исчисления, дифференциальных формах и т.д.

Изучение математики так или иначе начинается с освоения ее терми-
нологии, словаря, набора определений. В современной математике вообще
есть тенденция загонять все более значительную часть содержания в опре-
деления. Доказательства теорем при этом зачастую становятся короткими
и тривиальными и дают не слишком много пищи для ума. В этих лекциях
по ходу изложения поясняются математические термины, даются краткие
определения основных понятий. Иногда они будут новыми для студента,
а иногда их приходится приводить ради определенности, ввиду существу-
ющего ужасного разнобоя в употреблении слов. Один пример: некоторым
лекторам кажется, что у понятия «отображение», «оператор» мало синони-
мов, и они добавляют еще один синоним — «функция». Лучше, по-старому,
понимать функцию как отображение со значениями на вещественной оси.
Синонимом служит слово «функционал», которое чаще употребляется, ко-
гда область определения — бесконечномерное пространство.



МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

1. Динамические системы

Под эволюцией той или иной системы будем понимать изменение ее со-
стояния во времени. Первый вопрос, который возникает, когда мы при-
ступаем к построению математической модели: что такое состояние данной
системы? Это может быть скаляр, точка многомерного пространства, век-
тор, а вообще, элемент любого множества X , которое называется фазовым
пространством данной системы.

Правильный выбор фазового пространства, соответствующего изучае-
мой системе, отнюдь не тривиален и в значительной мере предопределяет
наш конечный успех (или неуспех). Дело в том, что к выбору фазового про-
странства предъявляются достаточно суровые требования. Главное из них
состоит в том, что задание начального состояния, т.е. точки x0 ∈ X , долж-
но однозначно определять эволюцию системы. В самом сильном варианте
требуется, чтобы для каждого t ∈ R было определено состояние системы
x(t) ∈ X . Это означает, что должен быть задан эволюционный оператор
N t : X → X , отображающий фазовое пространство X в себя, и такой, что

x(t) = N tx0 (1.1)

для всех t ∈ R и любой начальной точки x0 ∈ X . Поскольку x(0) = x0

для всех xo ∈ X , эволюционный оператор очевидным образом удовлетво-
ряет условию

N0 = I, (1.2)

где I — тождественный оператор: Ix = x для всех x ∈ X . Иногда его так-
же обозначают id (от латинского слова idem — тот же). Как правило, необ-
ходимо еще наложить на эволюционный оператор N t те или иные условия
непрерывности по t, чтобы получалось, что N tx0 → x0 при t → 0; по-
нятие предельного перехода для последовательности элементов фазового
пространства должно быть также определено.

Иногда эволюционный оператор удаётся задать лишь для t ≥ 0. В неко-
торых случаях даже приходится рассматривать эволюционные операторы,
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определенные на интервале (−r1, r2), где r1, r2 — некоторые положитель-
ные числа, а то и на полуинтервале [0, r2).

Фундаментальные математические модели физики обычно приводят к
эволюционным операторам, обладающим дополнительным свойством, ко-
торое называется (на мой вкус, чересчур пышно) принципом причинно-
сти:

N t+s = N t ◦N s (1.3)

для всех t, s ∈ R. В частности, из (1.3) следует, что для каждого t эволю-
ционный оператор обратим, и (N t)−1 = N−t. Ясно также, что если уже
известно состояние x(s) в момент s, то, по прошествии времени t, состоя-
ние определяется равенством x(t + s) = N tx(s).

Принцип причинности, выражаемый равенствами (1.2) и (1.3), означа-
ет, что семейство операторов N t есть однопараметрическая группа с
параметром t. Эта группа очевидно коммутативна: N t ◦N s = N s ◦N t.

Во многих задачах (например, для уравнения теплопроводности) эво-
люционный оператор определен лишь для t ≥ 0. Тогда и принцип причин-
ности (1.3) выполняется лишь для t, s ≥ 0. В этом случае семейство эво-
люционных операторов N t образует однопараметрическую полугруп-
пу, тоже коммутативную.

Замечу, что иногда и в случае полугрупп равенство (1.3) удается дока-
зать, но, вообще говоря, не для всех, а лишь для некоторых пар t, s таких,
что, например, t > 0, а s < 0. Но во всяком случае нужно предположить,
что t + s ≥ 0.

Фазовые пространства, встречающиеся в приложениях, весьма разно-
образны. Это может быть конечное или счетное множество, конечномер-
ное или бесконечномерное банахово пространство, скажем, то или иное
пространство функций, вектор-функций или векторных полей, конечномер-
ное или бесконечномерное дифференцируемое многообразие. Дальше я
приведу много примеров, но сразу замечу, что в целом ряде областей физи-
ки и механики сплошных сред, в гидродинамике и теории поля (уж не говоря
о биологии) до сих пор неизвестно, как правильно, адекватно выбрать фа-
зовое пространство.

Кроме того, зачастую выбор фазового пространства неоднозначен —
одно и то же явление может быть описано различными наборами перемен-
ных, а если даже переменные уже выбраны, то отчасти от нашего произво-
ла зависит, какие на них налагаются дополнительные требования. Напри-
мер, если фазовое пространство состоит из функций (поле температуры в
области, занятой проводником тепла), то можно еще по-разному выбирать
метрики или банаховы нормы. В частности, такой выбор определяет требо-
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вания к начальному состоянию (скажем, каковы требования регулярности
к начальному полю температур).

Обычно под пространством понимается множество вместе с опреде-
ленным на нем тем или иным способом предельным переходом для после-
довательностей его элементов. Наиболее общее определение (при помощи
задания системы окрестностей, называемой топологией) приводит к по-
нятию топологического пространства. В этом курсе я не буду поль-
зоваться столь общими пространствами. Надо сказать, что до настоящего
времени общие топологические пространства мало применялись в исследо-
вании математических моделей естественных наук (впрочем, в таких случа-
ях всегда хочется добавить, что, быть может, потому-то и не решены неко-
торые из проблем, десятками, а то и сотнями лет остающихся неприступ-
ными). Как правило, достаточно рассматривать метрические простран-
ства, и даже их специальный случай — банаховы пространства. Более
того, во всех или почти во всех приложениях в физике и механике бывает
достаточно считать, что фазовое пространство есть евклидово простран-
ство, скажем, Rn со стандартным скалярным произведением или гильбер-
тово пространство H . Впрочем, в целом ряде задач необходимо считать фа-
зовое пространство дифференцируемым многообразием, которое явля-
ется евклидовым или банаховым лишь локально.

Замечу, что всякое подмножество банахова пространства является мет-
рическим пространством (метрика сохраняется, индуцируется). На са-
мом деле, известно даже, что каждое метрическое пространство может
быть реализовано как подмножество банахова пространства. Очевидно,
каждое подмножество метрического пространства есть также метрическое
пространство. С этой общностью понятия метрического пространства свя-
зана, в значительной мере, его полезность.

Нередко даже в тех случаях, когда нам нужен тот или иной результат
лишь для конечномерного евклидова пространства, бывает целесообразно
доказывать его для произвольного банахова или метрического простран-
ства. Дело в том, что всякий математический факт, теорема, формула ста-
новятся особенно ясными и простыми, когда они рассматриваются в есте-
ственной степени общности. Именно так — не в самой общей форме, а в
естественной степени общности, которую помогает определить разви-
тый математический вкус. Когда он изменяет, появляются тяжеловесные и
мелочные рассуждения, в которых тонут главные идеи. С другой стороны,
когда ведущие идеи прояснены, вполне естественно возникают и становят-
ся довольно очевидными дальнейшие обобщения и уточнения.

Определение динамической системы. Под динамической системой
будем понимать пару (X, N t) — метрическое пространство X и однопара-



Динамические системы 11

метрическое семейство N t : X → X отображений пространства X в себя
такое, что выполняется принцип причинности (см.(1.3))

N0 = I,
N t+s = N t ◦N s. (1.4)

Каждый раз надо особо оговорить, является ли семейство N t группой
преобразований (t ∈ R) или лишь полугруппой (t ∈ R+).

Конечно, при рассмотрении конкретной динамической системы нужно
оговорить, какими свойствами регулярности по t и по x обладает однопара-
метрическая группа N t (непрерывность, существование тех или иных про-
изводных, условие Липшица или Гельдера и т.д.). Интересно заметить, что
групповое соотношение (1.4) само влечет определенную гладкость опера-
торов N t. Например, в случае, когда X — банахово пространство, а N t

для каждого t есть линейный непрерывный оператор, оказывается, что N t

зависит от t аналитически, то есть разложимо в сходящийся ряд Тейлора по
степеням величины (t− t0) для любого t ∈ R.

Движением динамической системы (X, N t), определяемым начальной
точкой x0 ∈ X , назовем отображение x : t 7→ x(t) вещественной оси
R (или, соответственно, полуоси R+) в пространство X , определяемое ра-
венством

x(t) = N tx0. (1.5)

Таким образом, движение есть последовательность состояний данной
динамической системы. Хотя нередко мы слышим и говорим «функция x(t)»,
следует различать функцию или отображение x и ее значение x(t) при за-
данном t. Смешение этих понятий нередко сходит с рук, но лучше приучить-
ся к аккуратному их употреблению, так как во многих серьезных случаях
путаница между отображением и его значением может приводить к ошиб-
кам.

Траекторией (или орбитой) данного движения x : t 7→ x(t) называ-
ется множество

T =
⋃
t∈R

x(t). (1.6)

В случае полугруппы объединение следует брать по t ∈ R+, иногда упо-
требляется термин положительная полутраектория.

Когда я произношу слово «траектория», то представляю себе лыжню,
на которой не видно лыжника. Мы видим пройденный им путь, но не знаем,
в какой момент времени он был в той или другой точке траектории–лыжни.
Траектория — множество состояний, пройденных данной системой в ходе
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движения. Если траектория известна, то достаточно задать закон движе-
ния по ней, чтобы движение системы было полностью определено.

Нередко бывает полезным понятие графика данного движения. Это —
множество точек (t, x(t)) в декартовом произведении R ×X оси времени
R и пространства X .

Лучше уяснить связи и различия между понятиями отображения и его
значения в точке, движения и мгновенного состояния динамической систе-
мы, траектории, области значений отображения и графика отображения
Вам помогут упражнения к этому параграфу.

2. Автономные дифференциальные уравнения

Главным источником динамических систем можно считать автоном-
ные дифференциальные уравнения — обыкновенные и в частных произ-
водных.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

ẋ1 = f1(x1, x2, ..., xn),
ẋ2 = f2(x1, x2, ..., xn), (2.1)
. . . ,
ẋn = fn(x1, x2, ..., xn).

Ее правые части не зависят явно от времени t, это и есть свойство автоном-
ности. Если при любых начальных данных x01, x02, . . . , x0n задача Коши
для системы (2.1) с начальными условиями

x1(0) = x01, x2(0) = x02, . . . , xn(0) = x0n (2.2)

имеет, и притом единственное решение x1(t), x2(t), . . . , xn(t), определен-
ное для всех t ∈ R (или хотя бы всех t ≥ 0), то определен эволюционный
оператор N t : Rn → Rn, который начальной точке x0 = (x01, x02, . . . , x0n)
ставит в соответствие значение решения x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t))
в момент времени t для каждого t ∈ R. Таким образом, решение x(t) опре-
деляется равенством

x(t) = N tx0. (2.3)

Решение дифференциального уравнения — это и есть движение опре-
деляемой им динамической системы.

Необходимо подчеркнуть, что предположение о глобальной однознач-
ной разрешимости задачи Коши (2.1)–(2.2), которое необходимо для того,
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чтобы определить эволюционный оператор N t, для каждой данной систе-
мы приходится проверять отдельно, и это зачастую оказывается нелегкой
задачей. Все общие теоремы в теории дифференциальных уравнений го-
ворят лишь о локальной разрешимости задачи Коши. Более того, можно
утверждать, что глобальная разрешимость — существование решения, при
любых начальных данных определенного для всех t, — является исключи-
тельным свойством системы дифференциальных уравнений. Подробнее об
этом говорится в следующем разделе, здесь лишь замечу, что априорные
оценки решений, которые необходимы для доказательства глобальной раз-
решимости, справедливы и могут быть получены лишь благодаря специаль-
ным свойствам системы. Таковыми являются основные законы физики —
закон сохранения энергии, другие законы сохранения (момента, количества
движения), второе начало термодинамики — закон возрастания энтропии и
т.д.

Понятие эволюционного оператора весьма полезно в теории, но нам
приходится с ним работать, не имея для него, как правило, никаких ана-
литических формул и представлений.

Заметим, что задание эволюционного оператора определяет соответ-
ствующее ему дифференциальное уравнение. Действительно, система (2.1)
может быть записана как векторное дифференциальное уравнение

ẋ = F (x). (2.4)

Ее правая часть есть векторное поле на пространстве Rn, определяемое
равенством

F (x) = (f1(x1, . . . , xn), f2(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn)).

Начальное условие (2.2) записывается в виде

x(0) = x0. (2.5)

Если N t : Rn → Rn есть эволюционный оператор, то решение задачи
Коши (2.4)–(2.5) может быть представлено в виде (2.3). Подстановка (2.3)
в (2.4) дает равенство

d

dt
N tx0 = F ◦N tx0, (2.6)

справедливое для всех x0 ∈ Rn. Но это значит, что x0 можно опустить и
записать равенство для операторов

d

dt
N t = F ◦N t. (2.7)
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Справа стоит композиция операторов F и N t:(
F ◦N t

)
(x) = F

(
N tx

)
, x ∈ Rn.

Разумеется, существование производной по времени в (2.6) предполагает-
ся.

Оператор N t обратим, и его обратный есть (N t)−1 = N−t. «Умно-
жая» равенство (2.7) на N−t справа, выводим

F =
(

d

dt
N t
)
◦N−t. (2.8)

Это значит, что для любого x ∈ Rn

F (x) =
(

d

dt
N t
)
◦N−tx. (2.9)

Остается еще заметить, что левая часть здесь от t не зависит, значит,
не зависит от t и правая часть. Таким образом, можно положить, например,
справа t = 0. Получается выражение для векторного поля F через эволю-
ционный оператор N t

F (x) =
d

dt

∣∣∣
t=0

N tx (2.10)

для любого x ∈ Rn.
В случае линейного пространства, каковым является Rn, векторы есте-

ственным образом отождествляются с точками, а векторные поля с отобра-
жениями, поэтому можно считать, что F — оператор, действующий в Rn.
Оператор (векторное поле) F , определяемый равенством (2.10), называет-
ся генератором или инфинитезимальным оператором однопараметри-
ческой группы {N t}.

Мы видим, что даже гладкое векторное поле F может и не определять
эволюционный оператор (если нет глобальной разрешимости), но если уж
определяет, то однозначно — теорема единственности решения задачи Ко-
ши, конечно, имеет место для гладких векторных полей. С другой стороны,
задание эволюционного оператора однозначно определяет его генератор —
векторное поле F .

Значение дифференциальных уравнений, для которых нет единственно-
сти решения задачи Коши, в естествознании пока неясно. Иногда (как в
задаче об ударных волнах в газе) неединственность просто означает, что
мы пропустили некоторые условия. После того, как эти условия введены
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(в задаче об ударных волнах это условие Ренкина-Гюгонио на скачке), от-
бирается уже единственное решение. Встречается и такая ситуация, когда
единственности решения задачи Коши нет при некоторых начальных дан-
ных, а при других она, возможно, есть.

Пожалуй, в задачах естествознания мы еще не встречались с эволю-
ционными задачами, для которых нет единственности решения. Исключи-
тельные, и до сих пор не преодоленные, трудности в доказательстве един-
ственности решения основных начально-краевых задач гидродинамики нес-
жимаемой жидкости привели довольно многих исследователей к гипотезе о
том, что теорема единственности здесь и не справедлива. Лично я в это не
верю, и много лет выдерживаю споры по этому вопросу с другими мате-
матиками. Но допустим, что в какой-нибудь задаче естествознания такая
ситуация встретится. Что бы это могло означать? Необходимость перехода
к вероятностному описанию? Признание за системой некоторой свободы
воли? Будущее покажет. Я думаю, действительно, покажет, потому что та-
кие системы, наверное, еще появятся в математической физике. Так уже
не раз бывало, что математические абстракции и (кажущиеся) патологии
реализовывались в физике. Пример тому — канторовы множества, ко-
торые Георг Кантор ввел в своих весьма абстрактных исследованиях пер-
воначально лишь для того, чтобы глубже понять взаимоотношение между
такими понятиями, как мощность и мера множества. А в настоящее время
канторовы множества появляются, например, едва ли не в каждой статье
журнала “Physica D”.

3. О глобальной разрешимости задачи Коши и
единственности решения

Сейчас я собираюсь напомнить некоторые основные результаты из тео-
рии обыкновенных дифференциальных уравнений. Мы особо сконцентри-
руем внимание на результатах, касающихся теорем единственности и су-
ществования решения задачи Коши, которые в общем Вам известны, но,
возможно, оставались в тени. Замечу сразу, что положение с теоремами су-
ществования и единственности решения задачи Коши далеко не так благо-
получно, как это может показаться при чтении учебника.

Речь пойдет о задаче Коши для векторного дифференциального уравне-
ния

ẋ = F (x, t) (3.1)
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в пространстве Rn с начальным условием

x
∣∣∣
t=0

= x0. (3.2)

Уравнение (3.1) можно записать в виде системы n скалярных уравне-
ний, а начальное условие (3.2) — в виде n скалярных равенств. Когда вы-
бран стандартный базис e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en =
(0, 0, . . . , 1), эта система принимает вид

ẋ1 = f1(x1, x2, ..., xn, t),
ẋ2 = f2(x1, x2, ..., xn, t), (3.3)
. . .
ẋn = fn(x1, x2, ..., xn, t),

где f1, f2, . . . , fn — компоненты векторного поля F , зависящего от време-
ни.

Обычно предполагается, что поле F непрерывно по совокупности пере-
менных x, t в некоторой области пространства Rn ×R = Rn+1, для крат-
кости будем дальше предполагать, что поле F задано на всем пространстве
Rn+1, т.е. для всех x ∈ Rn и t ∈ R.

Замечу, что определение производной ẋ по скалярному аргументу не
требует привлечения базиса. Для любого банахова пространства X про-
изводная ẋ(t) от вектор-функции x скалярного аргумента t ∈ R по t опре-
деляется равенством:

ẋ(t) = lim
τ→0

1
τ
(x(t + τ)− x(t)). (3.4)

Предел в этом равенстве, вообще говоря, можно понимать по-разному —
возможны различные определения производной. Если это предел по нор-
ме пространства X , получается сильная производная. В конечномерном
случае все нормы эквивалентны, так что понятие сильной производной не
зависит от выбора нормы, например, ее можно считать евклидовой. Если
рассматривать слабую сходимость, получится понятие слабой производ-
ной; имеется даже, вообще говоря, два типа слабой сходимости. В конеч-
номерном случае все эти виды сходимости совпадают — имеется по су-
ществу лишь одно понятие сходимости последовательности элементов и,
соответственно, лишь одно понятие производной. Замечу еще, что при вы-
бранном базисе сходимость в конечномерном пространстве есть покоор-
динатная сходимость (должна сходиться последовательность первых ко-
ординат, последовательность вторых координат и т.д.); к тому же понятие
сходимости в конечномерном пространстве не зависит и от выбора базиса.
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Общие теоремы существования решения задачи Коши (3.1)–(3.2) носят
локальный характер. Это означает, что гарантируется лишь существова-
ние решения, определенного на некотором интервале (r1, r2), где r1 < 0,
r2 > 0, содержащем начальный момент t = 0. Никак нельзя забывать
(многие все-таки забывают ...), что по самому своему определению, реше-
ние дифференциального уравнения есть вектор-функция со значениями в
X , определенная на интервале (именно на интервале, а не на каком-либо
ином множестве!) (r1, r2), где −∞ ≤ r1 < 0 и r1 < r2 ≤ +∞. Как
раз случай, когда r1 = −∞ и r2 = +∞ — самый хороший, это случай
глобальной разрешимости.

Теорема Пеано. Пусть X — конечномерное банахово простран-
ство, и F — непрерывная вектор-функция со значениями в X . То-
гда для любого x0 ∈ X существует, по крайней мере, одно реше-
ние задачи Коши (3.1)–(3.2), определенное на некотором интервале
(r1, r2).

Разумеется, r1 и r2 зависят от поля F , от выбора начального момента
времени (вместо t = 0 можно было бы написать t = t0) и от начального
значения x0.

В условиях этой теоремы единственность решения нельзя гарантиро-
вать — даже в простейшем случае одного скалярного дифференциально-
го уравнения нетрудно привести примеры неединственности. Классический
пример: ẋ = 3

√
x, x(0) = 0.

Интересно еще поставить вопрос о том, насколько типична неединствен-
ность. Пример автономного скалярного дифференциального уравнения ẋ =
f(x) оказывается здесь дезориентирующим. Для этого уравнения задача

Коши ẋ = f(x), x
∣∣∣
t=0

= x0 в случае, когда f(x0) 6= 0, имеет единствен-

ное решение при одном лишь условии непрерывности функции f . Вместе с
тем, при f(x0) = 0 определенные условия регулярности — условие Лип-
шица или условие Осгуда (см. ниже) — оказываются по сути необходи-
мыми. Весьма неожиданным было открытие польского математика Вла-
дислава Орлича, который установил, что и для скалярного неавтономного
уравнения ẋ = f(x, t) с непрерывной функцией f и для векторного диф-
ференциального уравнения (3.1) типична единственность. В пространстве
всевозможных непрерывных на всей плоскости (x, t) функций f множе-
ство тех функций, для которых имеется хотя бы одна точка неединствен-
ности (x0, t0), имеет первую категорию в пространстве непрерывных
функций, заданных на плоскости. Сходимость последовательности fn(x, t)
в этом пространстве определяется как равномерная сходимость на каж-
дом компактном множестве плоскости R2 (x0 называется точкой неедин-
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ственности, если задача Коши для данного уравнения с начальным услови-
ем x(t0) = x0 имеет более одного решения).

Напомню, что множество первой категории определяется тем усло-
вием, что оно представимо в виде счетного объединения нигде не плотных
множеств. Это одно из формальных определений «пренебрежимо мало-
го» множества. Другие определения основываются на понятиях мощности,
размерности, либо меры и вероятности. Подробнее о множествах первой
и второй категории можно прочитать в любой книжке по теории функций
вещественного переменного, например, [38], [1] или [30]. Множество на-
зывается множеством второй категории, если его дополнение в простран-
стве имеет первую категорию. Таким образом, множество второй категории
— это массивное, большое множество, заполняющее подавляющую часть
всего пространства (боюсь говорить «почти все» пространство, потому что
этот термин захвачен теорией меры).

Хотя результат Орлича показывает, что гладкость функции f имеет ма-
ло отношения к единственности решения задачи Коши (или поля F ), все
известные теоремы единственности основываются на тех или иных услови-
ях некоторой регулярности функции f по переменной x.

Теорема единственности. Пусть, в дополнение к условиям теоре-
мы Пеано, поле F удовлетворяет условию Липшица:

|F (x′, t)− F (x′′, t)| ≤ L|x′ − x′′|

с некоторой константой L > 0, хотя бы в некоторой окрестности
начальной точки t = 0, x = x0 в R ×X . Тогда решение задачи Коши
(3.1)–(3.2) единственно.

Напомню, что решения x(1)(t) и x(2)(t) не считаются различными, если
они совпадают в пересечении их интервалов определения. Немного усилил
эту теорему единственности американский математик Осгуд, который уста-
новил, что условие Липшица можно заменить условием Осгуда

|F (x′, t)− F (x′′, t)| ≤ ω(|x′ − x′′|), (3.5)

где ω(s) — функция одной переменной, заданная для малых положитель-
ных s, принимающая положительные значения при s > 0 и такая, что удо-
влетворяет условию ∫

+0

ds

ω(s)
= ∞. (3.6)

Верхний предел здесь несущественен. Легко заметить, что при ω(s) =
Ls, условие Осгуда превращается в условие Липшица. Если же взять



О глобальной разрешимости задачи Коши и единственности решения 19

ω(s) = Lsα при 0 < α < 1, то условие Осгуда нарушается — и в са-
мом деле, можно указать такие уравнения, для которых единственности нет.
Это отнюдь не означает, что условие Осгуда необходимо для единственно-
сти — для уравнения в упражнении 5 оно нарушено, а единственность, тем
не менее, имеет место.

Интересно еще заметить, что если уж задача Коши для уравнения (3.1)
имеет более одного решения, то на самом деле существует целое непрерыв-
ное семейство решений, образующее континуум (связное компактное мно-
жество), называемый интегральной воронкой. Это — теорема Кнезера,
см. [49].

Глобальная разрешимость. Теорема об альтернативе глобальной
разрешимости. Простейшие примеры показывают, что для многих диффе-
ренциальных уравнений и систем дифференциальных уравнений, по край-
ней мере, некоторые решения невозможно продолжить на всю веществен-
ную ось времени или даже на полуось t ≥ 0. Более того, такую ситуацию
следует считать типичной.

Проведите такой эксперимент. Введите в любую стандартную програм-
му для решения систем дифференциальных уравнений «какую попало» си-
стему, скажем 2-го или 3-го порядка или даже скалярное дифференци-
альное уравнение — используйте для написания правых частей полиномы,
экспоненты, тригонометрические функции и т.д. Задайте начальные данные
(тоже «какие попало»). Берусь предсказать результат такого эксперимен-
та. Решение за конечное время уйдет на бесконечность, и вычисления оста-
новятся. Ну, может быть (это очень невероятно), решение выйдет на неко-
торое равновесие. Тогда измените начальные данные, и решение уйдет на
бесконечность.

В известной мне литературе нет строгих теорем о том, что отсутствие
глобальной разрешимости, наличие взрывающихся решений является ти-
пичным. Некоторые такие теоремы, правда, довольно частного характера,
мне известны, и я рассказывал о них в лекциях. Думаю, что исследование
общих условий глобальной разрешимости эволюционных задач для раз-
личных классов дифференциальных уравнений в обыкновенных и частных
производных (а также и интегро-дифференциальных уравнений) представ-
ляет собой актуальную и многообещающую область исследования.

Особенно интересно связать глобальную разрешимость с фундамен-
тальными законами физики. Я даже думаю, что само по себе требование
глобальной разрешимости является одним из наиболее фундаментальных
физических законов. Если будет развита соответствующая математическая
теория, то можно ожидать, что некоторые физические законы окажутся
следствием постулата глобальной разрешимости.
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Здесь ограничусь лишь одним примером для иллюстрации этой общей
идеи. Рассмотрим скалярное дифференциальной уравнение с полиноми-
альной правой частью

ẋ = P (x), P (x) = a1x + a2x
2 + · · ·+ anxn, (3.7)

здесь a1, a2, . . . , an — вещественные постоянные. Тогда (докажите это!)
для глобальной разрешимости необходимо и достаточно, чтобы этот по-
лином был линейным, то есть, чтобы выполнялись равенства a2 = a3 =
· · · = an = 0. Иными словами, когда это условие не выполнено, при неко-
торых начальных данных решение уходит на бесконечность (на самом де-
ле, либо для всех начальных значений x(0), либо для значений на неко-
тором луче). Можно сказать, что пространство параметров a1, a2, . . . , an

есть Rn, и каждому уравнению (3.7) отвечает точка этого пространства. Так
вот, глобально разрешимым уравнениям отвечает прямая в Rn — «очень
тощее» множество. Его коразмерность есть n− 1.

Есть еще интересный и не слишком хорошо изученный класс диффе-
ренциальных уравнений, для которого почти все начальные данные (то есть
все, за исключением множества лебеговой меры ноль) отвечают решени-
ям, определенным на всей полуоси t ≥ 0 (или даже для всех t). Интерес-
ные результаты о таких уравнениях имеются в работе А. Я. Повзнера [36]. В
этой статье приведен довольно громоздкий пример такой системы уравне-
ний, для которой, действительно, глобально продолжимы почти все (но не
все) решения. Вот простой пример. Рассмотрим комплексное дифференци-
альное уравнение

ż = z2. (3.8)

Его решение с начальным условием z(0) = z0 есть

z(t) =
z0

1− z0t
. (3.9)

Очевидно, что для невещественных z0 решение (3.9) определено для
всех t. Если же z0 — вещественно, то при z0 > 0 решение (3.9) можно

определить лишь на интервале t ∈ (−∞,
1
z0

), а если z0 < 0, то лишь на

интервале t ∈ (
1
z0

,+∞). Замечу, что комплексное уравнение (3.8) эквива-

лентно (положим z = x + iy) системе второго порядка

ẋ = x2 − y2,
ẏ = 2xy.
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Выходит, что глобально продолжимы все решения этой системы кроме тех,
которые отвечают начальным точкам (x0, 0), x0 6= 0.

Очень интересно было бы исследовать общие классы систем уравнений
с аналогичным поведением решений, для которых глобально продолжимы
все решения, начинающиеся вне некоторого множества положительной ко-
размерности. О таких уравнениях, пожалуй, почти ничего сейчас неизвест-
но.

Во всех учебниках по обыкновенным дифференциальным уравнениям
после доказательства классических теорем существования и единственно-
сти решения задачи Коши следует обсуждение вопроса о возможности про-
должить решение на больший интервал. Обычно, однако, это обсуждение
остается как-то в тени. Я сейчас сформулирую основную теорему об аль-
тернативе глобальной разрешимости задачи Коши. Представим себе,
что мы применяем метод рассуждения от противного. Мы произносим фра-
зу: допустим, что решение невозможно продолжить на всю полуось t ≥ 0.
Что делать дальше? Следующая теорема подсказывает нам план дальней-
ших действий.

Теорема 1 (об альтернативе глобальной разрешимости). Рассмот-
рим задачу Коши для дифференциального уравнения в Rn

ẋ = F (x, t), x(0) = x0. (3.10)

Предположим, что выполнены условия классических теорем суще-
ствования и единственности: F — непрерывная вектор-функция,
заданная для всех (x, t) ∈ Rn × R, и существуют непрерывные про-

изводные
∂Fi

∂xk
, i, k = 1, . . . , n.

Тогда для решения x(t) имеется лишь две возможности:
1) решение x(t) можно продолжить на всю полуось t ≥ 0;
2) существует t+∗ > 0 такое, что |x(t)| → ∞ при t → t+∗ .

Конечно, аналогичный результат справедлив и для задачи продолжения
решения на отрицательную полуось: если решение x(t) нельзя продолжить
на всю полуось t ≤ 0, то найдется t−∗ < 0 такое, что что |x(t)| → ∞ при
t → t−∗ .

Областью определения решения x(t) может быть либо вся ось t, либо
полуось, либо интервал (t−∗ , t+∗ ), либо полуинтервал. Можно объединить
все эти случаи, условившись полагать t+∗ = +∞ в случае, когда решение
продолжимо на всю положительную полуось, и t−∗ = −∞, когда решение
продолжимо на всю отрицательную полуось.

Явление ухода решения на бесконечность за конечное время называется
коллапсом или взрывом.
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Согласно теореме об альтернативе, для доказательства глобальной раз-
решимости достаточно исключить взрыв, коллапс. А это значит, что необ-
ходимо доказать априорную оценку: предполагая, что решение существу-
ет и определено, скажем, для всех t ≥ 0, то есть нужно установить, что для
него верна оценка

|x(t)| ≤ M(t), (3.11)

где M(t) — некоторая непрерывная функция. Не воспрещается даже, что-
бы функция M(t) была неограниченной на луче t ≥ 0. Важно, что априор-
ная оценка (3.11) исключает взрыв, тогда согласно теореме, решение x(t)
определено для всех t ≥ 0.

Обратите внимание на изысканную логику применяемого здесь рассуж-
дения: мы предполагаем, что решение на [0,+∞) существует и доказы-
ваем, что тогда для него выполняется оценка (3.11). А отсюда по теореме
следует, что решение и в самом деле существует. К тому же иногда функция
M(t) нам в явном виде неизвестна, но оказывается возможным доказать,
что она существует. Заметим еще, что в теореме речь идет о конкретном
решении x(t), соответственно, функция M(t) определяется для этого ре-
шения.

Возможно, Вы помните из общего курса, что есть все-таки один очень
важный класс систем дифференциальных уравнений (векторных диффе-
ренциальных уравнений), для которого имеет место глобальная разреши-
мость задачи Коши. Это линейные дифференциальные уравнения вида

ẋ = A(t)x, (3.12)

в Rn или, вообще, в конечномерном банаховом пространстве X . Здесь A(t)
— непрерывная по t оператор-функция: A(t) : X → X есть линейный
оператор для каждого t ∈ R. В случае конечномерного пространства X все
линейные операторы непрерывны. Результат о глобальной разрешимости
сохраняется и в случае бесконечномерного пространства X , если A(t) для
каждого t есть линейные оператор, а оператор-функция A(t) непрерывна
по t в смысле нормы оператора (доказательство можно найти, например, в
книге [11]).

На самом деле, суть не в линейности дифференциального уравнения, а
в том, что векторное поле на бесконечности растет не слишком быстро —
разрешается не только линейный рост, но даже и чуть-чуть более сильный.
При таких условиях удается непосредственно получить нужные априорные
оценки. Об этом говорят следующие две теоремы. Сразу, однако, замечу,
что уже степенной рост более быстрый, чем линейный, скажем, |x|1+ε, ε >
0, может (хотя, конечно, не обязательно) привести к коллапсу решений.
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Теорема 2. Рассмотрим задачу Коши для дифференциального урав-
нения в Rn

ẋ = F (x, t), x(0) = x0. (3.13)

Пусть снова выполнены условия классических теорем существова-
ния и единственности: F — непрерывная вектор-функция, задан-
ная для всех (x, t) ∈ Rn × R, и существуют непрерывные производ-

ные
∂Fi

∂xk
, i, k = 1, . . . , n.

Предположим, что выполнена следующая оценка

|F (x, t)| ≤ m(t)|x|, (3.14)

для всех x ∈ Rn, t ≥ 0 (достаточно потребовать, чтобы неравен-
ство (3.14) выполнялось для всех x вне некоторого шара, скажем,
при |x| ≥ a). Здесь m(t) — непрерывная функция, определенная для
t ≥ 0.

Тогда всякое решение задачи Коши (3.13) можно продолжить на
всю полуось t ≥ 0.
Доказательство. Предположим, что задача Коши (3.13) имеет решение
x(t). Подставим его в уравнение (3.13). Умножая полученное равенство
скалярно на x(t), получим

1
2

d

dt
|x(t)|2 = (F (x(t), t), x(t)). (3.15)

Дальше, ради краткости, вместо x(t) будем писать x, а вместо |x|2 — x2.
Применяя для оценки правой части неравенство Коши-Буняковского, а за-
тем условие теоремы (3.14), получим

d

dt
x2 ≤ 2|F (x, t)| · |x| ≤ 2m(t)x2. (3.16)

Это известное Вам дифференциальное неравенство. Следующее рассужде-
ние носит довольно общий характер, повторяя в нашем конкретном случае
лемму Гронуолла (см. [49]).

Умножим (3.16) на e
−2

t∫
0

m(s)ds

. Тогда это неравенство перепишется в
эквивалентной форме

d

dt
e
−2

t∫
0

m(s)ds

x2(t) ≤ 0. (3.17)
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Интегрируя по времени, с учетом начального условия (3.13) получим

|x(t)|2 ≤ |x0|2e
2

t∫
0

m(s)ds

(3.18)

или

|x(t)| ≤ |x0|e

t∫
0

m(s)ds
def
= M(t). (3.19)

Итак, мы доказали априорную оценку (3.19). Поэтому коллапс невоз-
можен. Осталось сослаться на теорему об альтернативе, и доказательство
окончено.

Теорема 3. Пусть вместо условия (3.14) выполняется (хотя бы
при больших |x|) неравенство

|F (x, t)| ≤ m(t)ϕ(|x|), (3.20)

где m(t) — непрерывная на луче t ≥ 0 функция, а функция ϕ(s) опре-
делена для s ≥ 0 и удовлетворяет условию

+∞∫
ds

ϕ(s)
= +∞, (3.21)

нижний предел можно поставить какой угодно.
Тогда сохраняется утверждение теоремы 2: всякое решение за-

дачи задачи Коши (3.13) можно продолжить на всю полуось t ≥ 0.
Это так называемая теорема Хартмана-Уинтнера (см. книгу Ф. Харт-

мана [49]), достаточно тривиальная. Доказывается она в основном так же,
как теорема 2, думаю, Вы справитесь с этим сами.

Можно сказать, что доказательства теорем 2 и 3 носят «силовой» ха-
рактер, потому что они основываются на непосредственных и грубых оцен-
ках правых частей уравнений. Ограничения, принятые в этих теоремах, очень
сильны, очень строги и не часто выполняются. Для большинства наиболее
важных нелинейных систем правые части на бесконечности растут степен-
ным образом (скажем, как |x|2 или |x|3), а то и экспоненциально. Пожалуй,
в приложениях помимо линейных уравнений, теорема 2 применяется еще к
уравнениям и системам с ограниченными правыми частями. Например, из
нее следует глобальная разрешимость для уравнения математического ма-
ятника ẍ + ω

2 sinx = 0.
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В упражнениях Вы найдете примеры систем уравнений, для которых
априорные оценки решений и глобальную разрешимость задачи Коши мож-
но вывести более тонкими приемами, с использованием их специфических
свойств.

Упражнения

1. Докажите, что для скалярного уравнения

ẋ = a1x + a2x
2 + . . . anxn

(a1, . . . , an — вещественные параметры) глобальная разрешимость на всей
оси времени имеет место тогда и только тогда, когда a2 = a3 = . . . = an =
0.

Докажите также, что при n > 1 и an 6= 0 глобальная разрешимость
для положительных времен t ≥ 0 имеет место в том и только в том случае,
когда n — нечетно, и при этом an < 0.

2. Найдите априорную оценку решения и докажите глобальную разре-
шимость задачи Коши для уравнения в Rn

ẋ = F (x, t)

с ограниченной правой частью: задана оценка |F (x, t)| ≤ M(t), где M(t)
— известная функция, определенная для всех t ∈ R, а x ∈ Rn — произ-
вольная точка.

3. Докажите, что если потенциальная энергия V (x) ограничена снизу
(так что V (x) ≥ h для всех x ∈ Rn при известной постоянной h), то для
обобщенного уравнения 2-го закона Ньютона

ẍ = − grad V (x)

справедлива теорема о глобальной разрешимости. Сохраняется ли этот ре-
зультат после введения внешней силы F (t) — для уравнения

ẍ = − grad V (x) + F (t).

4. Рассмотрите скалярное уравнение

ẍ = −dV (x)
dx

при V (x) = axm. При каких a и m возможен коллапс?



26 В. И. Юдович. Математические модели естествознания

5. Приведите пример уравнения вида ẋ = F (x) на плоскости R2 та-
кого, что поле F (x) непрерывно, ни в одной точке не имеет производной,
не удовлетворяет условию Осгуда, но тем не менее решение задачи Коши
существует и единственно.

6. Найдите и нарисуйте интегральную воронку решений задачи Коши

ẋ = 3
√

x, x(0) = 0.

7. Возможно ли, что единственность решения имеет место для отрица-
тельных t и ее нет для положительных t (присмотритесь к предыдущему
примеру).

8. Доказать, что для скалярного уравнения

dx

dt
= f(x, t)

с начальным условием x(0) = x0 в случае коллапса при t = t∗ > 0 ре-
шение x(t) стремится к бесконечности определенного знака, то есть либо
x(t) → +∞, либо x(t) → −∞ при t → t∗ − 0.

4. Динамические системы с дискретным временем

Динамической системой с дискретным временем называется пара
(X, N), где X — метрическое пространство, N : X → X — отображение
этого пространства в себя.

Движением этой системы с начальной точкой x0 называется последо-
вательность

x0, x1 = Nx0, x2 = Nx1 = N2x0, . . . , xn = Nnx0. (4.1)

Множество {xn}, n = 0, 1, . . . называется положительной полутраекто-
рией, определенной начальной точкой x0.

Выполняются следующие равенства

N0 = I, Nm+n = NmNn. (4.2)

Первое из них — обычное определение, а второе выражает закон ассоциа-
тивности для композиции отображений.

Нетрудно видеть, что это тот же закон причинности (1.4), но записан-
ный не для произвольных t, s ∈ R, а лишь для их неотрицательных цело-
численных значений t = m, s = n. Если N — обратимое отображение, то
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можно считать, что равенство (4.2) выполнено для всех целых m, n ∈ Z.
В этом случае можно определить точки xn = (N−1)|n|x0. Множество
{xn}, n = 0,±1,±2, . . . называется траекторией. Очевидно, траек-
тория определяется любой своей точкой, в частности точкой x0.

Заметим, что множество операторов {I,N, N2, . . . } есть полугруппа.
В случае, когда оператор N обратим, ее можно расширить до группы {Nn},
n = 0,±1,±2, . . . .

Каскады и потоки. Динамическую систему с дискретным временем на-
зывают также каскадом, в отличие от динамической системы с непрерыв-
ным временем, у которой есть еще название поток. Оба названия весьма
выразительны, хотя термин «каскад» не всеми принят. Если рассматрива-
ется автономное дифференциальное уравнение ẋ = F (x) в Rn, то все-
гда полезно представить себе, что F есть поле скорости текущей жидкости.
Это значит, что в точке x ∈ Rn задана скорость течения, хотя в этой точ-
ке появляются все время новые частицы жидкости. Если хотим проследить
за движением той частицы жидкости, которая в начальный момент t = 0
находилась в точке x0 ∈ Rn, то для этого нужно решить задачу Коши с на-
чальным условием x(0) = x0. Тогда решение x(t) = N tx0 дает положение
этой жидкой частицы в момент t.

Сейчас мы рассмотрим пути возникновения динамических систем с дис-
кретным временем. Во-первых, динамические системы с дискретным вре-
менем (каскады) возникают при квантизации динамических систем с непре-
рывным временем (потоков). Во-вторых, в ряде случаев (в частности, в
экологии) уже исходные математические модели оказываются динамиче-
скими системами с дискретным временем. В-третьих, рассматривая перио-
дические дифференциальные уравнения, можно, а зачастую и полезно, пе-
рейти к рассмотрению решений лишь в точках np, кратных периоду p, что
приводит к динамической системе с оператором монодромии. И, нако-
нец, в-четвертых, динамические системы с дискретным временем возника-
ют при исследовании автономных систем, для которых удается найти по-
верхность Пуанкаре и построить отображение Пуанкаре.

Квантизация. Случается, что, рассматривая динамическую систему с
непрерывным временем, мы желаем сократить объем информации, с ко-
торой имеем дело (храним, обрабатываем, пересылаем) и фиксировать со-
стояние системы лишь в дискретные моменты времени, скажем, только для
t = nT , где T > 0 фиксировано. Так мы поступаем, например, составляя
таблицы (T — шаг таблицы) решений дифференциальных уравнений. Так
поступают и руководящие организации, запрашивая отчеты лишь ежегод-
но (T = 1 год), а не в каждый момент времени. Вместо x(t) = N tx0 мы
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в этом случае рассматриваем лишь последовательность xn = x(nT ) =
NnT x0. Таким путем приходим к динамической системе с дискретным вре-
менем (X, NT ) с тем же пространством X и отображением NT .

Математические модели с дискретным временем. Иногда исходная
математическая модель для описания данного явления уже оказывается си-
стемой с дискретным временем. Таковы многие модели экологии и генети-
ки. Ограничусь здесь одним примером. Рассмотрим изменение численности
популяции бабочек. Будем характеризовать величину популяции в n-м по-
колении, скажем, ее биомассой xn; ясно, что xn — неотрицательное число
(xn ≥ 0). Когда популяция развивается беспрепятственно, действует закон
Мальтуса

xn+1 = bxn. (4.3)

Здесь b > 0 — параметр, характеризующий популяцию.
Таким образом, мы приходим к рассмотрению динамической системы

(R+, N), где неотрицательная полуось R+ есть пространство динамиче-
ской системы, а N : R+ → R+ — отображение, определяемое равенством

Nx = bx. (4.4)

Если в начальный момент n = 0 (дискретного времени n) величина по-
пуляции есть x0, то по рекуррентной формуле (4.3) непосредственно полу-
чаем

xn = bnx0. (4.5)

Если b > 1, то xn → ∞ при n → ∞. Если b = 1, то xn = x0

для всех n, популяция не меняется со временем. Если b < 1, то xm →
0, популяция вымирает. Теперь понятно, почему b называется параметром
жизненной силы данной популяции.

Закон Мальтуса (4.3) достаточно хорошо описывает развитие не только
популяции бабочек, но и вообще эволюцию всякой популяции в условиях
практически неограниченного запаса питания и отсутствия сопротивления
внешней среды (хищников, загрязнения среды, самоотравления популяции
продуктами ее жизнедеятельности). Я говорю о бабочках, потому что для
них характерно, что все особи n-го поколения погибают, рождая (n + 1)-
е поколение; рост может оказаться еще быстрее, чем экспоненциальный,
если часть особей n-го поколения продолжает жить одновременно с (n +
1)–м, (n + 2)–м и последующими поколениями.

Часто говорят, что для проверки условий применимости данной мате-
матической модели нужно рассмотреть ее как частный случай более общих
моделей. Это не совсем так. Иногда модель сама громко заявляет о своей
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неприменимости. С одним примером мы уже встретились раньше. Если ре-
шение x(t) дифференциального уравнения испытывает коллапс, |x(t)| →
∞ при t → t∗, то ясно, что при t ≥ t∗ (а на самом деле даже раньше) мо-
дель становится неприменимой для описания дальнейшей эволюции. Закон
Мальтуса при b > 1 дает другой пример. Авторы популярных книг лю-
бят приводить подсчет роста популяций бабочек, или кроликов в n-м поко-
лении и отсюда выводить, что очень скоро такая популяция заполнит всю
Землю, или что ее масса станет больше массы Солнца. Такие выводы, оче-
видно, решительно противоречат реальности. Это означает, что для описа-
ния дальнейшего развития популяции модель должна быть изменена.

Один из простейших способов хоть как-то учесть сопротивление внеш-
ней среды развитию популяций был предложен Ферхюльстом [66] и состо-
ял в том, что в уравнение Мальтуса добавлялось квадратичное слагаемое.
После введения надлежащих масштабов измерения (максимально возмож-
ный размер популяции принимается за 1) получается динамическая система
(X, N), где X = [0, 1], а отображение N задается равенством

Nx = bx(1− x). (4.6)

Требование, чтобы для всякого x ∈ [0, 1] его образ Nx также принадлежал
[0, 1], приводит к ограничению на параметр жизненной силы 0 ≤ b ≤ 4.
Теперь получается, что

xn+1 = bxn(1− xn). (4.7)

С ростом n выражение для xn (через x0) по этой рекуррентной формуле
сильно усложняется. Чрезвычайно усложняется и поведение величин xn.

Сейчас мы обсудим некоторые общие вопросы о поведении движений, а
затем вернемся к нашим бабочкам.

Поведение движений динамической системы на больших време-
нах. Вообще, когда мы изучаем динамическую систему, будь то поток или
каскад, наиболее интересен вопрос: что происходит при неограниченно воз-
растающем времени (при t → +∞ или при n → +∞)?

Простейший вариант — когда последовательность xn имеет предел:
xn → x∗. Переходя к пределу в равенстве

xn+1 = Nxn (4.8)

и учитывая, что xn+1 → x∗, заключаем, что x∗ — неподвижная точка отоб-
ражения N :

Nx∗ = x∗. (4.9)
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Когда мы строим последовательность xn по формуле (4.8), то по су-
ществу как будто бы пытаемся решить уравнение (4.9) методом итераций.
Итерации могут, конечно, и не сходиться. Как ведет себя тогда последо-
вательность xn? Бывает, что движение xn стремится к циклу некоторого
периода p. Циклом динамической системы (X, N) или циклом отображе-
ния N : X → X называется инвариантное множество {x1, x2, . . . , xp}
(заметьте, что уже по смыслу слова «множество» все точки эти различны),
для точек которого верно равенство

Npxj = xj ,

но если взять N в меньшей степени k < p, то Nkxj 6= xj ни для какого j.
Например, если имеется три различные точки x1, x2, x3 и выполняются ра-
венства Nx1 = x3, Nx3 = x2, Nx2 = x1, то это означает, что множество
{x1, x2, x3} есть цикл периода 3. Заметьте, что определение периода цик-
ла для отображений отличается от обычного определения периода функ-
ции скалярного аргумента — здесь в определение включается требование
минимальности числа p, а в случае функций — нет. Например, правиль-
но будет сказать, что функция sinx, наряду с периодом 2π, имеет периоды
4π, 6π, ..., а у цикла отображения есть только один период.

Вообще, подмножество Y в X называется инвариантным множеством
динамической системы (X, N) или отображения N , если оно переводится
отображением N в себя, так что N(Y ) ⊂ Y . Это означает, что для любого
x ∈ Y и его образ Nx ∈ Y . В этом случае можно рассмотреть сужение

N
∣∣∣
Y

отображения N и ввести в рассмотрение новую динамическую систе-

му (Y, N
∣∣∣
Y

).

Движение динамической системы может стремиться и к более сложно-
му множеству, чем цикл. Например, даже для простого квадратичного отоб-
ражения (4.6) случается, что движения стремятся к канторову множеству
(это было доказано моими учениками Ю. С. Барковским и Г. М. Левиным
(1980) и одновременно польским математиком Мисюревичем).

Но, конечно, бывает и так, что движение xn уходит на бесконечность.
Надо сказать, что достаточно удивительным образом движения каска-

дов могут быть сложнее, чем движения потоков. Например, как Вы знаете
из теории дифференциальных уравнений, поведение решений скалярного
автономного уравнения ẋ(t) = f(x) очень просто: всякое решение x(t),
скажем, при t > 0, либо 1) уходит на бесконечность за конечное время,
либо 2) x(t) → +∞ (−∞) при t → +∞, либо 3) стремится к некото-
рому равновесию x(t) → x∗ при t → +∞, причем f(x∗) = 0. Между
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тем, одномерное отображение (4.6) демонстрирует весьма сложное поведе-
ние. Заметьте, что уравнения типа (4.6) получаются из дифференциально-
го уравнения при дискретизации, когда мы решаем задачу Коши численно,
например, методом Эйлера. Такое резкое различие в качественном пове-
дении движений лишний раз напоминает нам, как осторожно нужно отно-
ситься к выводам, полученным в результате приближенных вычислений, в
особенности, когда речь идет о решении уравнений на больших промежут-
ках времени.

Теорема Шарковского. В 1964 году советский математик А. Н. Шар-
ковский доказал совершенно фантастическую теорему о циклах отобра-
жения прямой [51]. Довольно долго эта теорема была мало известной, и
несколько американских математиков стали знамениты, доказав на деся-
ток лет позже некоторые, наиболее простые частные случаи этой теоремы.

А. Н. Шарковский весьма изящно изложил свою теорему, введя cпе-
циальный порядок на множестве N натуральных чисел. Для каждой пары
натуральных чисел, скажем p и q, вводится соотношение p ≺ q, которое
читается как “p предшествует q”. Будем также писать q � p и говорить,
что q следует после p (можно не читать дальнейшее пояснение, если Вам
понятна нижеследующая запись (4.10)). При этом первым числом считает-
ся число 3, за ним все нечетные числа, расположенные в обычном порядке
возрастания. Далее следуют числа вида (4.10) (2n − 1) · 2, тоже в обыч-
ном порядке возрастания, начиная с числа 3 · 2. Затем идут все числа вида
(2n − 1) · 22, числа вида (2n − 1) · 23 и т. д. Кончается эта последова-
тельность числами вида 2n, но записанными в обратном порядке, так что
последними оказываются числа 23 ≺ 22 ≺ 2 ≺ 1. Ясно, что всякое нату-
ральное число можно представить в виде произведения некоторой степени
двойки и нечетного числа. В итоге, всевозможные натуральные числа рас-
полагаются в следующем порядке

3 ≺ 5 ≺ 7 ≺ 9 ≺ 11 . . . ≺ 3 · 2 ≺ 5 · 2 ≺ . . . ≺ 3 · 22 ≺ 5 · 22 ≺ . . . ≺
≺ 3 · 23 ≺ 5 · 23 ≺ . . . 23 ≺ 22 ≺ 2 ≺ 1.

(4.10)

Эта упорядоченность не используется при доказательстве, но позволяет
сформулировать теорему в очень изящной форме.

Теорема 1 (А. Н. Шарковский, 1964). Пусть динамическая система с
дискретным временем (R, T ) определяется непрерывной скалярной
функцией f(x) для x ∈ R. Отображение T : R → R определено
равенством Tx = f(x) для любого x ∈ R.
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Предположим, что данная система имеет цикл периода p, тогда
она также обладает циклом любого периода q � p.

Из этой теоремы, в частности, следует, что при условии существования
цикла периода 3 существуют циклы всевозможных периодов, и, в частно-
сти, неподвижная точка отображения T (цикл периода 1)! Вы сами смо-
жете извлечь из этой теоремы другие удивительные следствия. Например,
если имеется цикл периода 8, то существуют также циклы периодов 4, 2 и
1. При этом можно построить отображение, у которого нет циклов других
периодов. В этом смысле теорема Шарковского точна.

Различные авторы приложили немало усилий в попытках перенести тео-
рему Шарковского на многомерные отображения. Известные ныне анало-
гичные результаты относятся, однако, лишь к некоторым очень частным
классам отображений. Усилия исследователей в этом направлении продол-
жаются.

Периодические системы и оператор монодромии. Следующими по
сложности после автономных систем идут периодические системы диффе-
ренциальных уравнений.

Рассмотрим дифференциальное уравнение

ẋ = F (x, t) (4.11)

в банаховом пространстве X . Предположим, что векторное поле F зависит
от времени периодически, с периодом p > 0

F (x, t + p) ≡ F (x, t). (4.12)

Поставим для этого уравнения задачу Коши с начальным условием

x(0) = a. (4.13)

Предположим, что для любого a ∈ X существует единственное решение
x(t) задачи (4.11)–(4.13), определенное для t ∈ [0, p]. Это означает, что
существует оператор монодромии Mp : X → X , определяемый равен-
ством

Mpa = x(p). (4.14)

Теперь понятно, что можно, и это оказывается весьма полезным, ввести
в рассмотрение динамическую систему с дискретным временем (X, Mp).
При этом фазовое пространство X остается прежним, но вместо потока
N t

0 мы рассматриваем отображение Mp : X → X .
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Ясно, что оператор монодромии Mp получается из эволюционного опе-
ратора N t

0 уравнения (4.11) при t = p, так что Mp = Np
0 . (Здесь индекс

0 отвечает выбору начального момента t = 0). Очевидно также, что в мо-
менты времени t = p, 2p, . . . , np, имеем Mn

p = Nnp
0 . Однако переход от

эволюционного оператора N t
0 к оператору монодромии не есть квантиза-

ция, потому что для неавтономного уравнения (4.11) эволюционный опера-
тор N t

0 не обладает групповым свойством, не удовлетворяет принципу при-
чинности, не порождается динамической системой. Впрочем, понятие кван-
тизации можно естественно обобщить и на неавтономные системы. Дальше
при обсуждении неавтономных дифференциальных уравнений мы рассмот-
рим обобщенный принцип причинности и его следствия для случая перио-
дических дифференциальных уравнений.

В теории периодических дифференциальных уравнений переход к дис-
кретной динамической системе оказывается весьма полезным, например,
при исследовании устойчивости периодических движений. На практике опе-
ратор монодромии остается неизвестным даже для линейного периодиче-
ского уравнения (4.11) и не задается какими-либо явными формулами, но
его вполне можно и нужно вычислять при помощи компьютера. Многие
фундаментальные свойства оператора монодромии оказывается возмож-
ным исследовать, основываясь лишь на его определении посредством диф-
ференциального уравнения — чем и гордится математика (точнее, раздел
качественной теории дифференциальных уравнений).

Отображение Пуанкаре. Рассмотрим автономное дифференциальное
уравнение

ẋ = F (x) (4.15)

в Rn. Предположим, что нам известна гиперповерхность S (например, за-
данная скалярным уравнением Φ(x) = 0), обладающая следующим свой-
ством (см. Рис. 1): для любой точки x0 ∈ S начатое от нее движение x(t)
(то есть решение задачи Коши для уравнения (4.15) с начальным условием
x(0) = x0) возвращается на эту поверхность. Иными словами, существует
t∗ = t∗(x0) > 0 такое, что x(t∗) ∈ S.

Гиперповерхность, обладающая этим свойством, называется гиперпо-
верхностью Пуанкаре. Чаще говорят поверхность Пуанкаре, хотя фор-
мально это правильно лишь при n = 3 (поверхность двумерна, по опреде-
лению).

Понятно, что движущаяся точка x(t) вернется на поверхность S беско-
нечно много раз. Пусть t∗ = t∗(x0) > 0 — момент первого возвращения.
Отображение Пуанкаре Π : S → S определяется равенством

Πxo = x(t∗). (4.16)
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S

x(t∗)
x0

Рис. 1

Таким путем мы определим динамическую систему с дискретным време-
нем (S, Π). При этом S — ее пространство, а Π : S → S — отображение.
Исследование поведения движений системы (4.15) — во всяком случае,
тех, которые пересекают поверхность S — в значительной мере сводится
к исследованию итераций Πn отображения Пуанкаре. Если, например, x0

— неподвижная точка отображения Π, так что Πx0 = x0, то соответству-
ющее движение x(t) — периодическое. Его период есть p = t∗(x0).

К сожалению, нет общего способа найти поверхность Пуанкаре для за-
данной автономной системы. Известны лишь различные частные приемы
такого построения. Пусть, например, мы знаем p–периодическое решение
x(t) уравнения (4.15). Его траектория есть замкнутая кривая (цикл) (см.
Рис. 1), стрелка, как обычно, указывает направление движения.

Выберем какую-нибудь точку x0(t) на этой траектории и проведем че-
рез нее малую площадку S, трансверсальную к циклу Γ (то есть не каса-
тельную к Γ). Если точка x0 ∈ S достаточно близка к x(t0), то пользу-
ясь теоремой о непрерывности решения задачи Коши от начальных дан-
ных, нетрудно установить, что движение x(t), начатое с точки x0, вернется
на поверхность S. Тем самым для таких точек x0 определено отображение
Пуанкаре Π : x0 7→ Πx0. Нет гарантий, правда, что итерации Πnx0 оста-
нутся на поверхности S. Это приходится доказывать отдельно. Данное по-
строение входит существенной составной частью в доказательства теорем
об устойчивости и неустойчивости периодических автоколебательных ре-
жимов (решений уравнения (4.15)). Существенно также, что при достаточ-
но малом возмущении цикла, скажем, вызванного малым изменением па-
раметров задачи, та же самая площадка остается поверхностью Пуанкаре.
В ряде случаев таким путем удается обнаружить новые циклы, ответвляю-
щиеся от известного при изменении параметров.
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Проблема вложения каскада в поток. Давно и довольно естественно
возник вопрос, можно ли данную динамическую систему (X, N) с дискрет-
ным временем вложить в поток, то есть получить посредством квантизации
из некоторой динамической системы с непрерывным временем. Оказыва-
ется, это возможно далеко не всегда, и условия, когда это возможно, в точ-
ности неизвестны. Я сейчас расскажу о двух препятствиях к такому вложе-
нию, ограничиваясь случаем, когда X = Rn.

Необратимость. Предположим, что нам удалось построить такое ав-
тономное дифференциальное уравнение ẋ = F (x) с гладким векторным
полем F (x) и эволюционным оператором N t так, что при некотором ша-
ге квантизации h получается равенство Nh = N . Но оператор N t для
каждого t обратим, значит, и Nh обратим. Об этом говорят теоремы су-
ществования и единственности решения задачи Коши. Выходит, что необ-
ратимое отображение N невозможно вложить в поток. Отображение N :
x 7→ bx(1− x) в модели популяции бабочек как раз необратимо. Потому-
то так сложна определяемая им динамика на отрезке [0, 1], а для скалярных
дифференциальных уравнений ẋ = f(x) все очень просто. Решения либо
уходят на бесконечность, либо стремятся к равновесиям.

Несохранение ориентации. Всякий эволюционный оператор N t, на-
ряду с обратимостью, имеет еще свойство сохранять ориентацию.

Ориентацию пространства Rn можно задать, фиксируя упорядочен-
ный базис e1, e2, . . . , en этого пространства. Его мы объявляем положи-
тельным. После этого все остальные мыслимые упорядоченные базисы
e′1, e

′
2, . . . , e

′
n разбиваются на два класса следующим образом. Определим

линейный оператор J : Rn → Rn его действием на элементы исходно-
го базиса, полагая Jek = e′k для k = 1, 2, . . . , n. Если определитель
detJ > 0, то базис e′1, e

′
2, . . . , e

′
n назовем положительным, а при detJ < 0

— отрицательным. Очевидно, что при малых деформациях положительно-
го базиса получается также положительный базис. Действительно, при со-
хранении базиса J = I , detI = 1, а при его малом изменении элементы
определителя меняются мало, и строгое неравенство detJ > 0 сохраняет-
ся. Отсюда нетрудно заключить, что при непрерывном изменении положи-
тельного базиса всегда будет получаться также положительный базис, при
непрерывном изменении отрицательного базиса — отрицательный.

Вообще, если подействовать линейным обратимым оператором A : Rn →
Rn на данный базис e1, e2, . . . , en, то получается новый базис
Ae1, Ae2, . . . , Aen. Он останется положительным, если detA > 0. В этом
случае мы скажем, что оператор A сохраняет ориентацию пространства
Rn. Если же detA < 0, то оператор меняет ориентацию: базис Ae1, Ae2,
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. . . , Aen будет отрицательным. Случай detA = 0, конечно, исключен, по-
тому что оператор предполагается обратимым.

Приведу пример. Пусть n = 3, e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 =
(0, 0, 1). Если теперь провести перестановку и положить e′1 = e2, e′2 = e1,
e′3 = e3, то соответствующий оператор J задается матрицей

J =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 . (4.17)

Очевидно, detJ = −1, так что базис e′1, e
′
2, e

′
3 — отрицательный.

Типичным линейным оператором, нарушающим (говорят еще, меняю-
щим) ориентацию, является оператор зеркального отражения, скажем, A :
(x1, x2, x3) 7→ (x1, x2,−x3). Его определитель detA = −1.

Мы доказали, в частности, что невозможно непрерывным движением в
пространстве R3 преобразовать правую перчатку — в левую. Этот факт
очень волновал великого философа Э. Канта (не читали? почитайте!). Он
даже считал, что основные законы арифметики, алгебры и геометрии яв-
ляются врожденными, человек знает их от рождения. А вот для явлений,
связанных с ориентацией пространства, делал исключение, считая, что они
познаются лишь на опыте.

Для нелинейного гладкого отображения ϕ : Rn → Rn понятия сохра-
нения и несохранения ориентации определяются лишь локально. Говорят,
что отображение ϕ сохраняет ориентацию в точке x ∈ Rn, если в этой точ-
ке положителен его якобиан: det ϕ

′(x) > 0. Замечу, что производная ϕ
′(x)

— линейный оператор и в стандартном базисе e1, . . . , en задается матри-

цей Якоби

(
∂ϕi

∂xk

)n

i,k=1
.

Нетрудно доказать, что эволюционный оператор дифференциального
уравнения ẋ = F (x, t) в Rn с гладким полем F всюду сохраняет ориента-
цию. Действительно, чтобы установить сохранение ориентации в точке x0,
найдем соответствующее решение задачи Коши x(t) = N tx0. Теперь нам
нужно найти производную (N t)′(x0) и вычислить ее детерминант. Нетруд-
но показать, что вектор-функция u(t) = (N t)′(x0)u0 является решением
линеаризованной на x(t) задачи Коши

u̇ = Fx(x(t), t)u, u(0) = u0. (4.18)

Это означает, что операции вычисления эволюционного оператора N t и ли-
неаризации перестановочны (Докажите это самостоятельно). Но из курса
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обыкновенных дифференциальных уравнений мы знаем, что для векторно-
го линейного уравнения в Rn

u̇ = A(t)u (4.19)

справедлива формула Лиувилля. Пусть U t — эволюционый оператор урав-
нения (4.19), а его определитель есть det U t = W (t). Это вронскиан, от-
вечающий фундаментальной системе решений u1(t) = U te1, ..., un(t) =
U ten с базисными векторами e1, . . . , en в качестве начальных данных. То-
гда

W (t) = W (0)e

t∫
0

sp A(τ)dτ

. (4.20)

Из этой формулы Лиувилля следует, что W (t) остается положительным
для всех t, если он положителен при t = 0. Но W (t) = 1 при t = 0, так
что W (t) > 0.

Задача (4.18) есть, конечно, частный случай задачи (4.19) при A(t) =
Fx(x(t), t). При этом U t = (N t)′(x0).

Итак, мы доказали, что det(N t)′(x0) > 0 при всех t, а эволюци-
онный оператор N t сохраняет ориентацию.

Отсюда следует, что невозможно вложить в поток никакое отображе-
ние, которое хотя бы в одной точке меняет ориентацию пространства. На-
пример, нельзя вложить в поток оператор зеркального отражения (см. вы-
ше).

Не удержусь от рассказа об одной проблеме, связанной с ориентацией.
Вы, конечно, знаете, что современная физика еще не решила, конечна или
бесконечна наша Вселенная. Ответ зависит от того, положительной или
нулевой окажется средняя плотность материи во Вселенной. Между тем,
точность современных измерений пока не позволяет прийти к определенно-
му выводу. С этим связана и еще одна проблема. Если наше пространство
конечно, и Вселенная представляет собой ограниченное многообразие, то
встает вопрос об его ориентируемости или неориентируемости. Если оно
неориентируемо, то, в принципе, это можно установить при помощи следу-
ющего эксперимента. Двигайтесь все время в одном и том же направлении,
тогда рано или поздно (если Вселенная конечна) Вы вернетесь к своему на-
чальному положению. Однако, если Вселенная неориентируема, то сердце
при этом окажется у Вас справа, и нужно будет еще раз совершить тот же
путь, чтобы возвратить его на положенное место. Пока такой эксперимент
не проведен, вопрос об ориентируемости Вселенной остается открытым.
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5. Интегралы и законы сохранения

Рассмотрим дифференциальное уравнение в Rn (или вообще в банахо-
вом пространстве X)

ẋ = F (x, t). (5.1)

Функции, определенные на фазовом пространстве X , называются так-
же наблюдаемыми. Если известна наблюдаемая ϕ = ϕ(x, t), x ∈ X , t ∈
R, зависящая от времени, то можно и интересно подставить вместо x реше-
ние x(t) уравнения (5.1) и следить за изменением величины ϕ = ϕ(x(t), t).

Ограничиваясь пока случаем Rn, найдем производную от этой функции
по t. Дифференцируя по t и учитывая, что x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) —
решение уравнения (5.1), получаем

dϕ(x(t), t)
dt

=
∂ϕ(x(t), t)

∂t
+

n∑
k=1

∂ϕ(x(t), t)
∂xk

Fk(x(t), t). (5.2)

Здесь Fk — есть k-я компонента поля F , так что F = (F1, F2, . . . , Fn).
Глядя на эту формулу, нетрудно понять, что целесообразно ввести но-

вое определение: производной по времени от функции ϕ(x, t) в силу
заданного уравнения движения (5.1) называется функция ϕ̇(x, t), опре-
деленная для всех x ∈ Rn и t ∈ R+ равенством

ϕ̇(x, t) =
∂ϕ(x, t)

∂t
+

n∑
k=1

∂ϕ(x, t)
∂xk

Fk(x, t). (5.3)

Подчеркну, что здесь уже x не решение дифференциального уравнения,
а просто произвольная точка фазового пространства Rn. Сравнивая равен-
ства (5.2) и (5.3), приходим к важной формуле

dϕ(x(t), t)
dt

= ϕ̇(x(t), t). (5.4)

Соль в том, что в формуле (5.4) присутствует одна и та же функция ϕ̇

для всех решений x(t). Если X — евклидово пространство, то определение
(5.3) можно записать в виде

ϕ̇ =
∂ϕ

∂t
+∇ϕ · F, (5.5)

где ∇ϕ — градиент функции ϕ, и аргументы x, t опущены во всех слагае-
мых.
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Теперь ограничим себя рассмотрением автономного уравнения в X

ẋ = F (x). (5.6)

Наблюдаемая ϕ(x) называется интегралом (или первым интегра-
лом, или константой движения), если для любого решения x(t) урав-
нения (5.6) ϕ(x(t)) = C, где C — константа, зависящая от выбранного
решения (движения) x(t). Если задано начальное условие x(t0) = x0, то
константа C определяется: C = ϕ(x(t0)) = ϕ(x0).

Конечно, всегда имеются тривиальные интегралы, это постоянные на-
блюдаемые: ϕ(x) ≡ C, C = const.

Найти интеграл уравнения (5.6) бывает не так уж просто. Но проверить,
является ли данная гладкая функция ϕ(x) интегралом, несложно. С учетом
формулы (5.5) и определения интеграла, приходим к следующему заключе-
нию: для того, чтобы C1–гладкая функция была интегралом автономного
уравнения (5.6), необходимо и достаточно, чтобы для всех x выполнялось
уравнение

(F,∇ϕ) = 0. (5.7)

В случае Rn это равенство записывается в виде

n∑
k=1

Fk(x)
∂ϕ(x)
∂xk

= 0. (5.8)

Интересно заметить, что на практике мы чаще всего находим сначала
именно∇ϕ так, чтобы выполнялось уравнение (5.7). Затем уже по данному
∇ϕ находится ϕ. Это дает повод ввести следующие определения.

Косимметрия. Векторное поле L = L(x) на евклидовом пространстве
H называется косимметрией поля F на H , если для всех x ∈ H векторы
F (x) и L(x) ортогональны:

(F (x), L(x)) = 0. (5.9)

Будем также говорить, что поле L = L(x) есть косимметрия дифференци-
ального уравнения ẋ = F (x).

Векторное поле L(x) назовем голономным, если оно допускает пред-
ставление в виде L(x) = grad ϕ(x) с некоторой функцией ϕ(x) (приведите
пример неголономного векторного поля).

Теперь предыдущее утверждение об интегралах можно сформулировать
иначе.
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Для того, чтобы функция ϕ была интегралом уравнения (5.6),
необходимо и достаточно, чтобы векторное поле L(x) = grad ϕ(x)
было (голономной) косимметрией поля F (x).

Эта терминология была введена в 1991 году в моей заметке [55]. Ока-
залось (собственно, об этом и была написана заметка), что и неголоном-
ные косимметрии имеют важные приложения в теории дифференциальных
уравнений и математической физике. Голономные косимметрии, конечно,
постоянно мелькали в математической литературе в связи с интегралами,
но обычно оставались в тени. В действительности, однако, отыскание инте-
грала, как правило, начинается именно с поиска соответствующей косим-
метрии.

Знание одного или нескольких нетривиальных интегралов уравнения
(5.6) много дает для понимания динамики системы, а когда интегралов до-
статочно много, позволяет получить явные или почти явные формулы для
решения.

Долгое время усилия математиков были направлены на поиск интегра-
лов дифференциальных уравнений и систем в надежде найти явные реше-
ния. К успеху это привело лишь в сравнительно немногих случаях. Посте-
пенно стало ясно, что у типичного дифференциального уравнения вообще
нет ни одного нетривиального интеграла. В полном объеме эта гипотеза до
сих пор не доказана, но, например, Пуанкаре (в конце XIX века) установил,
что многие консервативные системы не имеют других нетривиальных инте-
гралов, кроме интеграла энергии, о котором мы подробнее будем говорить
дальше.

Кстати, одно из самых глупых высказываний, какие мне приходилось
слышать в жизни (к сожалению, много раз), звучит примерно так: «Зачем
мы будем возиться с интегралами, нам не нужны точные формулы, мы по-
ставим систему на компьютер, да и вычислим то решение, которое нужно».
На самом деле, никакой компьютер не позволяет вычислить решение на
очень больших временах (за весьма редкими исключениями, к которым от-
носятся такие решения, которые со временем асимптотически сходятся к
равновесиям или к периодическим режимам). Кроме того, существование
или несуществование интегралов во многом определяет качественное по-
ведение данной системы. Вообще, применение компьютера к исследованию
динамических систем требует не меньшей, а наоборот, более глубокой ма-
тематической подготовки. Иначе не разобраться в том ворохе информации,
который выдает машина, и даже не понять, имеет ли она какое-либо от-
ношение к решениям заданного дифференциального уравнения. Не менее
важно и то обстоятельство, что создавать адекватные и эффективные чис-
ленные методы возможно лишь при достаточно глубоком понимании мате-
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матической сущности уравнений и их решений. В частности, когда систе-
ма уравнений обладает одним или несколькими интегралами, лучшие вы-
числительные схемы (скажем, сеточные или галеркинские) получаются при
условии, что для приближенных решений интегралы сохраняются точно.

Геометрический смысл интеграла. Пусть ϕ — интеграл уравнения
(5.6). Тогда уравнение

ϕ(x) = C (5.10)

для любой постоянной C определяет множество уровня функции ϕ. Оно
может быть пустым или, наоборот (если ϕ ≡ C), совпадать со всем про-
странством, но в нетривиальных случаях это — гиперповерхность. На-
пример, непустые множества уровня функции ϕ : R3 → R, заданной ра-
венством ϕ(x) = x2

1 + x2
2 + x2

3, суть сферы в R3, за исключением лишь
случая C = 0, когда это множество состоит из одной точки (0, 0, 0).

По определению интеграла, ϕ(x(t)) для любого решения x(t) сохраня-
ет постоянное значение. Если x(0) = x0, то это постоянное значение есть,
очевидно, ϕ(x0). Таким образом, движущаяся точка x(t) все время остает-
ся на гиперповерхности

ϕ(x) = ϕ(x0). (5.11)

Выходит, что при исследовании динамики, определяемой уравнением
(5.6), мы можем ограничиться рассмотрением движений на отдельных ги-
перповерхностях ϕ(x) = C. В принципе, динамика описывается в таком
случае системой дифференциальных уравнений на единицу меньшего по-
рядка.

Если имеется два интеграла ϕ1 и ϕ2 (обобщение на большее количество
интегралов очевидно), то естественно ввести совместное множество уров-
ня, определяемое для любых заданных констант C1 и C2, равенствами

ϕ1(x) = C1, ϕ2(x) = C2. (5.12)

Теперь дело сведется к изучению динамики на инвариантных совмест-
ных множествах уровня. Их размерность (при условии функциональной
независимости интегралов ϕ1 и ϕ2) уже на две единицы меньше, чем раз-
мерность фазового пространства системы. Говорят, что такие множества
(подмногообразия) имеют коразмерность 2.

Условие функциональной независимости интегралов, разумеется, весь-
ма существенно. Дело в том, что если ϕ1 и ϕ2 — интегралы, то также и
F (ϕ1(x), ϕ2(x)) также интеграл при произвольной функции двух перемен-
ных F . Обычным достаточным условием функциональной независимости
функций ϕ1(x) и ϕ2(x) служит, как вы знаете из курса анализа, требова-
ние, чтобы их матрица Якоби имела максимальный ранг. Когда количество
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функций совпадает с числом независимых переменных, матрица Якоби —
квадратная, и это условие сводится к неравенству нулю ее определителя —
якобиана.

Замечу, что вполне возможно было бы по аналогии ввести интегралы
ϕ(x, t), зависящие от времени — как для автономного уравнения (5.6), так
и для неавтономного уравнения (5.1). К сожалению, они редко встречаются.

Приведу несколько примеров систем, допускающих интегралы.
Пример 1. Гармонический осциллятор. Рассмотрим уравнение 2-го

порядка
ẍ + x = 0. (5.13)

Для любого решения x(t), умножая (5.13) на ẋ, получим

d

dt

(
ẋ2

2
+

x2

2

)
= 0. (5.14)

Таким образом, ϕ(x, ẋ) = 1
2(ẋ2 + x2) есть интеграл. Это полная энергия.

Если решить уравнение (5.13) с начальным условием x(0) = 0, ẋ(0) = 1,
то получим x(t) = sin t. Таким образом, закон сохранения энергии для
гармонического осциллятора выражается равенством sin2 t + cos2 t = 1.

Пример 2. Уравнения Эйлера вращения твердого тела вокруг непо-
движной точки. Эти уравнения, возможно, самые красивые во всей меха-
нике, имеют вид

A
dp

dt
= (B − C) q r,

B
dq

dt
= (C −A) r p,

C
dr

dt
= (A−B) p q.

(5.15)

Неизвестные p, q, r суть компоненты абсолютной угловой скорости ω

тела в системе координат, жестко связанной с телом. Параметры A, B, C
суть главные моменты инерции тела. Мы теперь хотим умножить каждое
из трех уравнений на надлежащие функции, потом сложить, да так, чтобы
справа получился 0. Давайте умножим их соответственно на p, q, r. В ре-
зультате получим

A p
dp

dt
+ B q

dq

dt
+ C r

dr

dt
= 0. (5.16)

Это, очевидно, означает, что система (5.16) имеет интеграл

T =
1
2

(
A p2 + B q2 + C r2

)
. (5.17)
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T — кинетическая энергия тела. А нет ли еще одного интеграла? Если
умножить уравнения (5.15) соответственно на Ap, Bq, Cr, то аналогично
получим интеграл момента:

M =
1
2

(
A2 p2 + B2 q2 + C2 r2

)
. (5.18)

Очевидно, он независим с интегралом T . Нельзя ли найти еще один инте-
грал? Нет, получился бы перебор. Система ẋ = F (x) в Rn (за исключе-
нием лишь не очень интересного случая уравнения ẋ = 0) может иметь не
более, чем n− 1 интеграл, наличие n независимых интегралов воспрещает
всякое движение системы.

Итак, мы по существу уже пришли к точному решению уравнений Эйле-
ра! Пользуясь двумя найденными интегралами (например, исключая p и q),
мы сведем эту систему третьего порядка к одному автономному уравнению.
Мы знаем, как такие уравнения решать — методом разделения переменных.
Конечно, это давно проделано, и решение уравнений Эйлера выражено че-
рез эллиптические функции (см. [20]).

Замечу, что фактически мы, разыскивая интегралы системы (5.15), на-
шли сначала две нетривиальные косимметрии этой системы:

L1 = (
1
A

p,
1
B

q,
1
C

r), L2 = (p, q, r). (5.19)

Пример 3. На сей раз рассмотрим уравнение в частных производных —
волновое уравнение

utt − c2∆u = 0, (5.20)

для неизвестной функции u(x, t), x ∈ D, где D — ограниченная область
в Rn, ее границу ∂D будем считать гладкой. Предположим, что на границе
∂D выполняется краевое условие первого рода

u
∣∣∣
∂D

= 0. (5.21)

Возможны и условия третьего или второго рода (рассмотрите сами эти слу-
чаи). Для волнового уравнения следует ставить два начальных условия

u
∣∣∣
t=0

= u0(x), ut

∣∣∣
t=0

= v0(x), (5.22)

где u0, v0 — известные функции, заданные в области D. Нужно, конечно,
решить вопрос о том, каким функциональным пространствам принадлежат
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эти функции. Например, можно считать, что v0 ∈ L2, а функция u0 ∈
0

W
(1)
2

— пространству функций, имеющих первые производные, интегрируемые с
квадратом; нолик сверху означает, что эти функции в определенном смыс-

ле удовлетворяют краевому условию (5.21).
0

W
(1)
2 — это энергетическое

пространство оператора −∆ с краевым условием (5.21) (см. [29]). При та-
ких условиях можно доказать существование и единственность обобщен-
ного решения начально-краевой задачи (5.20)–(5.22).

Мы, однако, в следующем рассуждении предположим, что имеется глад-
кое решение. Для любого такого решения u(x, t) запишем уравнение (5.20),
умножим его на ut и проинтегрируем по области D. Тогда получится равен-
ство

d

dt

∫
D

u2
t

2
dx = c2

∫
D

ut∆u dx. (5.23)

Интегрируя по частям, преобразуем последний интеграл:∫
D

ut∆u dx = −
∫
D

∇u · ∇ut dx +
∫

∂D

ut
∂u

∂n
dS. (5.24)

Поверхностный интеграл исчезает в силу краевого условия (5.21), из кото-

рого следует, что ut

∣∣∣
∂D

= 0; равенство (5.24) переписывается в виде

−
∫
D

ut∆u dx =
d

dt

1
2

∫
D

(∇u)2 dx. (5.25)

Из равенств (5.23) и (5.25) выводим

d

dt

∫
D

[
1
2
u2

t +
c2

2
(∇u)2

]
dx = 0. (5.26)

Таким образом, функционал E(u, ut), определенный равенством

E(u, ut) =
∫
D

[
1
2
u2

t +
c2

2
(∇u)2

]
dx, (5.27)

на всем фазовом пространстве
0

W
(1)
2 × L2, является интегралом рассмат-

риваемой динамической системы. Это снова интеграл энергии, теперь для
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волнового уравнения, которое является одним из наиболее естественных
бесконечномерных аналогов уравнения второго закона Ньютона. Обратите
внимание на довольно неприятное столкновение слов — «интеграл» фигу-
рирует здесь в двух смыслах: E — интеграл волнового уравнения, и сам он
выражается посредством интеграла по области D. Такая трудность харак-
терна для прикладной математики, когда приходится применять результаты
разных областей, а в каждой из них имеется своя установившаяся термино-
логия. Что тут поделаешь? Будем хотя бы избегать выражений типа «инте-
грал E равен интегралу», в котором одно и то же слово имеет более одного
смысла.

6. Неавтономные дифференциальные уравнения

Наиболее фундаментальные законы природы инвариантны относитель-
но сдвигов времени, а потому приводят к автономным дифференциальным
уравнениям. Однако и неавтономные дифференциальные уравнения посто-
янно возникают в качестве математических моделей различных природных
и технологических процессов. Так получается уже потому, что исключение
неизвестных функций из системы автономных дифференциальных уравне-
ний приводит к системам меньшего порядка, но неавтономным. Я покажу
это на простом примере, хотя идея носит вполне общий характер.

Рассмотрим автономную систему дифференциальных уравнений

ẋ = xyz,
ẏ = x + y + z,
ż = z.

(6.1)

Последнее уравнение легко решить: z(t) = z0e
t, где z0 — начальное

значение функции z(t). Подставляя функцию z(t) в остальные два уравне-
ния, приходим к неавтономной системе второго порядка

ẋ = z0e
txy,

ẏ = x + y + z0e
t.

(6.2)

Мы видим, что класс всевозможных автономных дифференциальных
уравнений не замкнут относительно операции исключения некото-
рых из неизвестных функций. А вот, например, класс систем линейных
алгебраических уравнений относительно такой операции замкнут: исклю-
чение неизвестной приводит к системе линейных алгебраических уравнений
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на единицу меньшего порядка. Менее очевидно, что и класс полиномиаль-
ных уравнений замкнут относительно исключения неизвестных. Это уста-
навливается в теории результантов, в которую значительный вклад внес
многолетний чемпион мира по шахматам Э. Ласкер (см. [7]).

Ситуация, которую мы наблюдаем в приведенном примере, возникает
всякий раз, когда рассматриваемая система разбивается на две или более
подсистем, причем некоторые подсистемы эволюционируют независимо от
других. Философия говорит нам, что все в мире взаимосвязано и взаимо-
зависимо, но если это положение понимать слишком буквально, то полу-
чится, что ничего нельзя изучить, так как каждый раз мы в состоянии учи-
тывать лишь конечное число факторов. Помогает то обстоятельство, что во
многих случаях «большие системы» влияют на малые, а обратным воздей-
ствием малых систем на большие вполне допустимо пренебречь. Напри-
мер, изучая динамику трамвая или космического корабля, разумно остав-
лять без внимания влияние их движения на движение Земли вокруг Солн-
ца.

Обобщенный закон причинности. В случае неавтономного диффе-
ренциального уравнения

ẋ = F (x, t) (6.3)

эволюционный оператор зависит от выбора начального момента. Решение
задачи Коши для уравнения (6.3) с начальным условием

x

∣∣∣∣
t=τ

= x0 (6.4)

представляется в виде
x(t) = N t

τ x0. (6.5)

Эволюционный оператор N t
τ зависит теперь от двух параметров — началь-

ного момента τ и конечного момента t. Его называют также оператором
сдвига по траектории уравнения (6.3) за время от τ до t. Разумеется,
само существование эволюционного оператора является следствием тео-
рем существования и единственности решения задачи Коши (6.3), (6.4). Эти
теоремы и указывают, при каких τ и t определен оператор N t

τ для данного
уравнения. Вы уже знаете, с какими трудностями приходится сталкиваться,
когда мы хотим определить оператор N t

τ для всех t, τ или хотя бы при всех
t > τ.

Рассмотрим три момента времени τ, s, t (см. Рис. 2). Наряду с выраже-
нием (6.5) для x(t), можно получить и другое выражение. Сначала найдем
x(s) = N s

τ x0, а затем еще раз решим задачу Коши с начальным условием



Неавтономные дифференциальные уравнения 47

r
r

r

τ

s

t

x0

x(s)

x(t)

Рис. 2

x
∣∣
t=s

= x(s). Тогда для x(t) получим

x(t) = N t
sx(s) = N t

sN
s
τ x0 = N t

τ x0. (6.6)

Так как это равенство верно для любых x0, получим равенство для опера-
торов

N t
τ = N t

sN
s
τ . (6.7)

Это и есть обобщенный принцип причинности. Отметим очевидные ра-
венства

N τ

τ = I, (N t
τ )
−1 = N τ

t . (6.8)

В случае автономного уравнения F = F (x) нетрудно доказать (дока-
жите!) равенство

N t
τ = N t+h

τ+h (6.9)

для любого h ∈ R. Полагая здесь h = −τ, получим, что

N t
τ = N t−τ

0 . (6.10)

Если теперь в обобщенном принципе причинности (6.7) положить τ = 0, а
затем заменить t на s + τ (это уже новое τ) и воспользоваться равенством
(6.10), то получится

N s+τ

0 = N τ

0N
s
0 , (6.11)

то есть принцип причинности для автономного уравнения.
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Посмотрим еще, какие специальные свойства имеет эволюционный опе-
ратор в случае периодического дифференциального уравнения с периодом
p > 0. Если правая часть уравнения (6.3) p-периодична, то есть F (x, t +
p) = F (x, t), то эволюционный оператор N t

τ этого уравнения удовлетво-
ряет очевидному равенству (докажите его!)

N t+p
τ+p = N t

τ . (6.12)

Оператор Mτ = N τ+p
τ сдвига по траекториям дифференциального урав-

нения (6.3) на период p называется оператором монодромии, отвечаю-
щим начальному моменту τ. Воспользуемся равенством (6.12) и обобщен-
ным законом причинности (6.7). Положим τ = −p, s = p. Тогда получим
сначала, что N t+p

τ+p = N t+p
s N s

τ+p, а затем:

N t+p
0 = N t+p

p Np
0 = N t

0N
p
0 . (6.13)

Это равенство часто применяется в теории линейных периодических диф-
ференциальных уравнений. Оно похоже на принцип причинности для авто-
номных уравнений, но выполняется лишь в случае, когда один из моментов
времени есть период p. Из (6.13) следует, что можно также в качестве вто-
рого момента выбрать np, где n — любое целое число:

N t+np
0 = N t

0N
np
0 . (6.14)

7. Интегро-дифференциальные уравнения

Этот термин крайне неудачен. Он говорит лишь о том, что в уравне-
нии присутствуют операции дифференцирования и интегрирования, но та-
кие уравнения могут иметь совершенно разную природу. Объясню это на
примерах.

Рассмотрим уравнение для неизвестной функции f(x, t) с областью
определения x ∈ Rn, t ∈ R

∂f(x, t)
∂t

= ∆f(x, t) +
∫

Rn

G(x, y, t)f(y, t)dy. (7.1)

Здесь ∆ — оператор Лапласа, G — известное ядро интегрального опера-
тора. Такого рода интегро-дифференциальные уравнения весьма интерес-
ны, регулярно возникают в приложениях, в частности, основные уравнения
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статистической механики (уравнения Больцмана, Ландау, Власова) при-
надлежат этому типу. Характерно, что интегрирование в (7.1) производится

не по времени t, а по пространственной переменной x. Поэтому
∂f(x, t)

∂t
—

скорость изменения функции f в момент времени t — выражается согласно
(7.1), посредством операций над функцией f в тот же момент времени
t. Это и есть основная общая идея дифференциального уравнения. Если
трактовать функцию f как вектор-функцию времени t со значением в неко-

тором банаховом пространстве функций от x (например, X = W
(1)
2 (Rn)

или X = C(Rn)), то уравнение (7.1) может быть представлено как диф-
ференциальное уравнение в банаховом пространстве X

df

dt
= A(t)f. (7.2)

Производная здесь не частная, а прямая, потому что f = f(·, t) мыслится
теперь как элемент функционального пространства. Оператор A(t) опре-
деляется правой частью уравнения (7.1), он зависит от t потому (лишь по-
тому), что от t зависит ядро G.

Уравнения, подобные (7.1), в которых присутствует интегрирование не
по t, а, скажем, по пространственным переменным, собственно говоря, не
требуют особой общей теории, а являются объектом теории обыкновенных
дифференциальных уравнений в банаховом пространстве (см., например,
[11]).

Более специфичны эволюционные интегро-дифференциальные ура-
внения, содержащие интегрирование по времени. Именно уравнения это-
го типа лежат, например, в основе наследственной теории упругости,
описывающей поведение полимерных материалов. Находят они существен-
ные применения и в ряде задач экологии. В этих областях уже исходные
уравнения являются не дифференциальными, а интегро-дифференциальны-
ми.

Я сейчас покажу, что даже если бы все исходные модели были автоном-
ными дифференциальными уравнениями, то очень скоро мы пришли бы и к
интегро-дифференциальным уравнениям. Сказывается тот же недостаток
класса дифференциальных уравнений — его незамкнутость относительно
операции исключения части неизвестных. В благополучных случаях после
операции исключения может получиться неавтономное дифференциальное
уравнение (такой вариант мы с вами уже рассматривали). В более слож-
ных ситуациях получается интегро-дифференциальное уравнение. И это я
объясню на простом примере.
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Рассмотрим систему двух обыкновенных дифференциальных уравнений

ẋ = x + y,
ẏ = −y + x.

(7.3)

Потребуем, чтобы выполнялись начальные условия

x

∣∣∣∣
t=0

= x0, y

∣∣∣∣
t=0

= y0. (7.4)

Исключим из этой системы неизвестную функцию y, пользуясь вторым
уравнением. Если временно считать x(t) известной функцией, то для y(t)
получается линейное неоднородное дифференциальное уравнение. С ис-
пользованием начального условия находим (проще всего использовать ин-
тегрирующий множитель et)

y(t) = y0e
−t +

t∫
0

e−(t−τ)x(τ)dτ. (7.5)

Подстановка в первое уравнение системы (7.3) дает интегро-дифференциальное
уравнение для неизвестной функции x(t)

ẋ = x + y0e
−t +

t∫
0

e−(t−τ)x(τ)dτ. (7.6)

Конечно, это чисто иллюстративный пример. Однако случается,что по-
средством исключения переменных удается весьма существенно упростить
задачу. Бывает даже, что удается свести к скалярному интегро-дифферен-
циальному уравнению бесконечномерную систему уравнений [13]. Весьма
возможно, что интегро-дифференциальные уравнения наследственной тео-
рии упругости и экологии тоже можно получить посредством исключения
некоторых скрытых переменных из более общей системы дифференциаль-
ных уравнений. Я думаю, что так оно и есть, хотя этого еще никто не про-
делал.

Замечу еще, что бывают, конечно, сложные ситуации, в которых неиз-
вестные исключить не удается, и не только потому, что мы не располагаем
явными формулами, но и по существу, из-за того, что такое исключение,
скажем, неизвестной y, возможно не для всех функций x. Такие ситуации
могут быть очень интересны и до сих пор никем как следует не рассмотре-
ны.
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И еще одно замечание. Мы говорим об исключении неизвестных в зада-
че Коши. Для систем дифференциальных уравнений ставятся и другие за-
дачи, например, задача Пуанкаре о периодических решениях. Для них тоже
представляет интерес проблема исключения неизвестных. Все это до сих
пор мало исследовано. Очень интересно выяснить, при каких условиях та-
кое исключение возможно, какого рода уравнения при этом получаются, а
главное — что это может дать для понимания исходной системы.

8. Декартово произведение динамических систем и
разбиение системы на независимые подсистемы

Обычные теоретико-множественные операции — взятие объединения,
пересечения, разности, симметрической разности, скажем, над двумя мно-
жествами X , Y , хотя и всегда определенные формально, пожалуй, оказы-
ваются содержательными лишь в том случае, когда эти множества состоят
из элементов одной и той же природы (впрочем, объединение самых разно-
родных элементов может появиться в списке товаров, продаваемых некоей
фирмой). Операция декартова умножения бывает интересна и без этого
ограничения. Напомню, что декартово произведение X × Y есть множе-
ство всевозможных пар (x, y), где x ∈ X , y ∈ Y . Когда множества X и
Y снабжены (или, как часто говорят, оснащены) теми или иными допол-
нительными структурами, бывает интересно определить соответствующие
структуры и на их декартовом произведении. Так оказывается возможным
определить декартово произведение групп, метрических пространств, ли-
нейных пространств, гильбертовых пространств и т. д. таким образом, что
и декартово произведение оказывается, соответственно, группой, метриче-
ским пространством, линейным пространством и т. д.

Декартовым произведением динамических систем (X1, N
t
1) и

(X2, N
t
2) называется динамическая система (X1 × X2, N

t
1 × N t

2). Про-
странство этой динамической системы есть декартово произведение метри-
ческих пространств X1 и X2. Расстояние в этом новом метрическом про-
странстве для любых двух его элементов (x1, x2) и (x′1, x

′
2) (при x1, x′1 ∈

X1 и x2, x′2 ∈ X2) определяется как сумма расстояний ρ1(x1, x
′
1) +

ρ2(x2, x
′
2). Здесь ρ1 — расстояние в X1, а ρ2 — расстояние в X2. Что

касается декартова произведения отображений N t
1 × N t

2, то его действие
на элемент (x1, x2) определяется равенством

N t
1 ×N t

2(x1, x2) = (N t
1x1, N

t
2x2). (8.1)



52 В. И. Юдович. Математические модели естествознания

Говоря короче, сама идея декартова произведения состоит в том, что
операции производятся отдельно в каждом пространстве X1 и X2. Легко
проверить, что для определенного таким образом отображения N t

1 × N t
2 :

X1 ×X2 → X1 ×X2 выполняется принцип причинности. Таким образом,
данное определение действительно приводит к новой динамической системе
(X1 ×X2, N

t
1 ×N t

2).
Вполне аналогично можно определить декартово произведение трех, че-

тырех и вообще любого набора динамических систем. Имеются и опреде-
ления декартова произведения бесконечного набора динамических систем,
даже не обязательно счетного.

Великая операция декартова произведения множеств и отображений
позволяет нам любую систему уравнений трактовать как одно уравнение.
Выходит, что общая теория систем уравнений просто не нужна. Это хо-
роший пример пользы, которую может принести концептуальный подход,
удачное введение общих абстрактных понятий.

Если имеются два дифференциальных уравнения, скажем, ẋ = F (x, t)
в банаховом пространстве X и ẏ = G(y, t) в банаховом пространстве Y ,
то операция декартова произведения этих уравнений сводится к тому, что
мы записываем их вяясте и ряясмяяриваем как одно уравнение. Форяяльяя
эяя означает,яято мы вводим вектор z = (x, y) ∈ X × Y и записываем
полученную систему как одно уравнение

ż = Q(z, t), (8.2)

причем поле Q определяется равенствами

Q(z, t) = (F (x, t), G(y, t)). (8.3)

Я бы хотел, чтобы Вы почувствовали, как тривиально все то, что до сих пор
здесь сказано о декартовом произведении. А выигрыш состоит в том, что,
например, не нужны новые теоремы существования решения задачи Коши
для систем уравнений. Проведенная операция не вывела из класса диффе-
ренциальных уравнений на банаховом пространстве.

Если уравнение (8.2) можно представить в виде системы

ẋ = F (x, t),
ẏ = G(y, t), (8.4)

то, как говорят физики, исходная система (8.2) представлена в виде объ-
единения двух невзаимодействующих или независимых подсистем. Ко-
гда все эти уравнения автономны, получается и соответствующее разбиение
динамической системы на невзаимодействующие подсистемы.
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Задача разбиения заданной системы на невзаимодействующие подси-
стемы, в известном смысле обратная декартову умножению, отнюдь не три-
виальна и далеко не всегда разрешима. Приведу пример, когда эта задача
особенно хорошо решается.

Рассмотрим линейное уравнение в пространстве Rn

ẋ = Ax (8.5)

с самосопряженным оператором A (задаваемым симметричной веществен-
ной матрицей). Известно, что у такого оператора существует ортонормаль-
ный базис векторов ϕ1, . . . , ϕn, так что Aϕk = λkϕk для k = 1, . . . , n.
Если разыскивать решение векторного уравнения (8.5) в виде

x(t) =
n∑

k=1

ξk(t)ϕk (8.6)

с неизвестными коэффициентами ξk, то подстановка (8.6) в (8.5) дает для
определения ξk уравнения

ξ̇k = λkξk, k = 1, . . . , n. (8.7)

Исходная система (8.5) разбилась таким образом, на n невзаимодей-
ствующих подсистем. Нетривиальность этого разбиения проявляется хотя
бы в том, что оно изменяется при изменении оператора A.

Если теперь мы рассмотрим уравнение (8.5) с несимметричным опера-
тором A, то увидим, что разбиение не всегда возможно. Например, если

n = 2, то в случае жордановой клетки A =
(

λ 1
0 λ

)
соответствующая

система
ẋ = λx + y,
ẏ = λy

(8.8)

не может быть разбита на невзаимодействующие подсистемы, хотя незави-
симое уравнение для y выделяется. Невозможно также разбиение на невза-
имодействующие подсистемы для системы второго порядка, соответствую-
щей гармоническому осциллятору

ẋ = y,
ẏ = −x.

(8.9)

Припомнив нормальную жорданову форму матрицы, Вы легко решите во-
прос о том, когда возможно, а когда невозможно разбить заданную линей-
ную систему (8.5) на невзаимодействующие подсистемы.
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9. Производные и градиенты

Производная по скалярному аргументу. Скорость как дифферен-
циальный оператор. Начнем с определения производной по скалярному
аргументу вектор-функции x(τ) со значениями в банаховом пространстве
X . Естественно положить

dx(τ)
dτ

= lim
ε→0

x(τ + ε)− x(τ)
ε

. (9.1)

Здесь имеется два основных варианта: предел можно понимать в смысле
сильной сходимости, то есть по норме пространства X , либо в смысле
слабой сходимости. Соответственно, получаются понятия сильной и сла-
бой производной. Когда речь будет идти о произведении, я буду в даль-
нейших приложениях иметь в виду, как правило, сильную производную.

Вообще, когда речь идет о дифференцировании по скалярному аргумен-
ту, определения стандартны. Вполне аналогично предыдущему определя-
ются производные от оператор-функции, матричных или тензорных функ-
ций. Важно, конечно, чтобы это были элементы линейных пространств, что-
бы имело смысл выражение (9.1).

Когда приходится дифференцировать вектор-функцию скалярного ар-
гумента, принимающую значения на некотором многообразии, необходимы
дополнительные ухищрения. Обойтись без этого нельзя, потому что необ-
ходимо выяснить, что такое скорость точки, движущейся по поверхности.
Так как же все-таки обобщить столь привычное нам определение произ-
водной (9.1) с тем, чтобы обойтись без операции вычитания? Разумеется,
когда поверхность вложена в линейное пространство, или вообще, когда
рассматриваемое движение происходит на гладком подмногообразии ли-
нейного пространства, можно сохранить определение (9.1), не смущаясь
тем, что разность x(τ + ε) − x(τ) не будет лежать на этой поверхности. В
действительности, даже оказывается, что всякое конечномерное многооб-
разие можно вложить в конечномерное линейное пространство достаточно
высокой размерности, и притом, конечно, многими способами (это теоре-
ма Уитни). Тут, однако, получается, что определение зависит от вложения
поверхности. Математику вполне понятно, что использование лишних объ-
ектов в определении может лишь усложнить рассмотрения. Если в нача-
ле такого дела, как развитие новой теории, полениться серьезно порабо-
тать над определениями, поддаться впечатлению от кажущейся простоты,
то последствия будут весьма неприятными. Современная абстрактная ма-
тематика очень действенна, предпочитает определения, которые кажутся,
может быть, сложными на вид, но в дальнейшем обеспечивают простоту в
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обращении и бесперебойность работы построенного математического ап-
парата. Очень важно, что при этом не нужно (даже вредно) слишком глу-
боко задумываться на каждом шаге выкладок, а достаточно автоматически
следовать формальным правилам. Подобные выкладки легко перепоручить
компьютеру. К слову сказать, такую формальную систему и называют ис-
числением, таковы (в идеале) дифференциальное и интегральное исчисле-
ния.

Я привел это лирическое вступление для того, чтобы Вы не поленились
освоить следующее определение и применяли его в дальнейшем. Лишь по-
началу оно может показаться вычурным.

Итак, рассмотрим отображение x : R → M вещественной прямой в
гладкую поверхность (и вообще, многообразие) M , то есть точку, движу-
щуюся вдоль многообразия M по известному закону x = x(t). Возьмем
произвольную гладкую функцию f : M → R. Теперь рассмотрим f(x(t))
— это уже скалярная функция скалярного переменного t. Мы хорошо зна-
ем, как такие функции дифференцировать. Не буду приводить здесь точных
определений гладкого многообразия M и гладкой функции f на M . Скажу
лишь, что отображение x : t 7→ x(t) называется гладким, если f(x(t))
для любых гладких f имеет производную по t. Она, конечно, зависит от f ,
так что можно написать

d

dt
f(x(t)) = V (x(t))f(x(t)). (9.2)

Если x(t0) = a, и в окрестности точки a введены координаты x1, x2, . . . , xn,
то это равенство можно переписать в виде

d

dt
f(x(t)) =

d

dt
f(x1(t), . . . , xn(t)) =

n∑
k=1

∂f(x(t))
∂xk

vk(x(t)). (9.3)

Здесь vk(x(t)) есть k-я компонента скорости ẋ(t) движущейся точки x(t).
А что такое скорость ẋ(t)? Теперь ясно, что ее следует определить как диф-
ференциальный оператор первого порядка V в формуле (9.2). В выбранных
координатах в момент времени t = t0 мы можем написать

ẋ(t0) = v = v(a) =
n∑

k=1

vk(a)
∂

∂xk
. (9.4)

Итак, скорость ẋ(t0) оказалась линейным дифференциальным опера-
тором! Первая практическая выгода такого определения состоит в том, что
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для вычисления компонент скорости в любой другой системе координат
y1, . . . , yn достаточно в равенстве (9.4) проделать замену
x1 = x1(y1, . . . , yn), ..., xn = xn(y1, . . . , yn). В качестве упражнения
выразите компоненты вектора v в цилиндрических и сферических коор-
динатах, если он первоначально задан в декартовых координатах, так что
v = (v1, v2, v3). Я надеюсь, что чтение предыдущих абзацев побудит Вас
изучить многообразия, векторы и векторные поля на многообразиях, на-
пример, по книгам [2, 3, 10].

Производные операторов и функционалов. Пусть задан оператор
F : X → Y , действующий из вещественного банахова пространства X
в вещественное банахово пространство Y . В частности, когда Y = R, опе-
ратор F есть функционал или функция на пространстве X . Сейчас мы рас-
смотрим основные определения и простейшие результаты, относящиеся к
дифференцированию операторов.

Производная по Гато. Для любого h ∈ X рассмотрим F (x + sh),
где s ∈ R. Согласно определению, производная Гато F ′

g(x) оператора F в
точке x есть

d

ds

∣∣∣∣
s=0

F (x + sh) = lim
s→0

F (x + sh)− F (x)
s

= F ′
g(x)h. (9.5)

Таким образом, F ′
g(x) : X → Y есть оператор, зависящий от x, и для

каждого x действующий из X в Y . Легко проверить, что он однороден:
F ′

g(x)(λh) = λF ′
g(x)h. Однако, как показывают примеры, он не всегда

линеен. Предел в (9.5) можно понимать по разному, для определенности бу-
дем считать, что речь идет о сходимости по норме пространства Y . Замечу,
что обрисованная вкратце идея дифференцирования скалярных функций на
многообразиях позволяет перенести определение Гато и на операторы, за-
данные на банаховом многообразии.

Гато — талантливый французский математик, офицер французской ар-
мии, пропавший без вести во время I-й мировой войны.

Производная по Фреше. Производной Фреше в точке x ∈ X от опе-
ратора F : X → Y называется линейный оператор A : X → Y ,
обозначаемый через F ′(x), такой, что для любого h ∈ X выполняется ра-
венство

F (x + h)− F (x) = Ah + ω(x, h), (9.6)

причем для остаточного члена ω(x, h) справедливо предельное соотноше-
ние

‖ω(x, h)‖Y

‖h‖X
→ 0, (9.7)



Производные и градиенты 57

при h → 0, то есть при ‖h‖X → 0.
Это означает, что ω(x, h) — слагаемое порядка выше первого относи-

тельно h. соответственно Ah есть главная линейная часть приращения опе-
ратора F . Ее называют дифференциалом Фреше. Легко видеть, что произ-
водная Фреше, когда она существует, совпадает с производной Гато. (До-
казывается это непосредственно: заменим в (9.6) h на sh, разделим на s и
устремим s к 0).

На практике производная всегда вычисляется при помощи определения
Гато, а в приложениях, как правило, нужна производная Фреше. Поэтому,
найдя производную по Гато, приходится проверять условие (9.7) для оста-
точного члена.

А вообще, производная есть производная, ее вычисление для явно за-
данного оператора F не вызывает серьезных трудностей, лишь бы она су-
ществовала. Пусть, например, X = Rn, Y = Rm, а оператор F задан
своим координатным представлением: для любого x = (x1, . . . , xn)

Fx = (F1(x1, . . . , xn), . . . , Fm(x1, . . . , xn)). (9.8)

Если функции F1, . . . , Fm — компоненты вектора F — непрерывно диф-
ференцируемы, то производная F ′(x) задается матрицей Якоби:

F ′(x) =
(

∂Fi(x)
∂xk

)
i=1,...,m
k=1,...,n

. (9.9)

В частности, когда m = 1, получается производная функции (функциона-
ла).

Градиент. Согласно теореме Ф. Рисса, всякий линейный функционал
ϕ : H → R на евклидовом или гильбертовом пространстве H может быть
реализован в виде скалярного произведения. Точнее, для любого ϕ найдется
элемент h ∈ H , и притом только один, такой что

ϕ(x) = (x, h) (9.10)

для всех x ∈ H . Более того, отображение J : H∗ → H , Jϕ = h есть
изометрический изоморфизм, то есть J — линейный обратимый оператор,
и ‖h‖ = ‖Jϕ‖ = ‖ϕ‖ для всех ϕ ∈ H∗. В этом смысле иногда гово-
рят, что сопряженное пространство H∗ (пространство линейных функцио-
налов) совпадает с самим пространством H . Необходимо однако помнить,
что такое отождествление законно лишь до тех пор, пока фиксирован изо-
морфизм J . Как мы увидим дальше, это очень существенно для приложе-
ний, в частности, в механике.
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Пусть теперь f : H → R — функционал, заданный на H и имеющий
при всех x производную f ′(x). Согласно теореме Рисса, существует такой
элемент (вектор) g(x) ∈ H , что линейный функционал f ′(x) представится
в виде

f ′(x)u = (u, g(x)). (9.11)

Элемент g(x) называется градиентом функционала f в точке x и обозна-
чается через grad f(x). Согласно этому определению,

f ′(x)u = (u, grad f(x)). (9.12)

Вектор grad f(x) для каждого x определяет линейный функционал, кото-
рый от x зависит, вообще говоря, нелинейно. Оператор grad f действует
из H в H , или в символах grad f : x 7→ grad f(x) : H → H .

В отличие от производной f ′(x), градиент определяется заданием ска-
лярного произведения. Он изменится, если поменять скалярное произведе-
ние. Пусть A : H → H — самосопряженный положительно определен-
ный оператор, заданный на всем пространстве H . Это означает, что опе-
ратор A линеен, и для любых ξ, η ∈ H справедливо равенство (Aξ, η) =
(ξ, Aη), и (Aξ, ξ) ≥ γ

2(ξ, ξ) при некотором γ > 0. Давайте еще предполо-
жим, что оператор A ограничен и обратим, имеет ограниченный обратный
A−1. На самом деле, и то и другое можно вывести, соответственно, из пред-
положений, что оператор A задан всюду и что он положительно определен.
В математической физике чрезвычайно интересны неограниченные самосо-
пряженные операторы, которые определены не всюду, а лишь на некоторых
всюду плотных в H линейных многообразиях, см. [28]. В случае конечно-
мерного H все эти проблемы просто не возникают. Всякий положительно
определенный оператор A в H определяет новое скалярное произведение

(ξ, η)A = (Aξ, η) (9.13)

для любых ξ, η ∈ H . Проверьте, что все аксиомы скалярного произве-
дения действительно выполняются. Когда оператор A имеет ограниченный
обратный, это скалярное произведение эквивалентно прежнему — в том
смысле, что сходимость по соответствующим нормам одна и та же.

Найдем связь между градиентами, порождаемыми этими скалярным про-
изведениями. Согласно определению (9.12), имеем равенства

f ′(x)u = (u, grad f(x)) = (u, gradA f(x))A. (9.14)

Учитывая определение (9.13), из (9.14) выводим равенства

(u, grad f(x)) = (u, gradA f(x))A = (Au, gradA f(x)) =
= (u,A gradA f(x)). (9.15)
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Так как равенство

(u, grad f(x)) = (u, A gradA f(x)) (9.16)

выполнено при любых u ∈ H , заключаем, что grad и gradA связаны со-
отношениями

grad f(x) =A gradA f(x),
gradAf(x) =A−1 grad f(x).

(9.17)

Замечу, что подобные соотношения выполняются и в тех случаях, когда
оператор A задан не на всем пространстве H , а лишь на некотором плотном
в H линейном многообразии DA (это область определения оператора A).
В такой ситуации, однако, приходится проделывать еще немалую допол-
нительную работу. Ее первая часть — пополнение линейного многообразия
DA по норме, порожденной скалярным произведением (9.13) (см. [28]). По-
том еще приходится разбираться в необходимых ограничениях на функци-
онал f и находить область определения градиентов. Сами градиенты могут
и не быть непрерывными операторами — даже в случае, когда они линейны
(по x), что получается, когда f — квадратичный функционал.



МЕХАНИКА

Одним из главных источников фундаментальных математических моде-
лей являются вариационные принципы механики. Современная механика
началась с классической работы И.Ньютона «Математические принципы
натуральной философии» (1687) [32]. Конечно, у механики была долгая и
богатая предыстория (вспомним, например, Архимеда), а Галилея можно
уже считать современным физиком, потому что он понял, что природу необ-
ходимо познавать при помощи экспериментов, строить теории путем обоб-
щения полученных данных, а не искать ответы в трудах авторитетных древ-
них авторов. До него считалось, что ответы на все вопросы можно найти у
Аристотеля.

Дальнейшее развитие механики привело к широким обобщениям, к опре-
деленному слиянию теоретической (аналитической) механики с дифферен-
циальной геометрией на многообразиях. Между прочим, оказалось, что урав-
нения движения механической системы можно представить в очень мно-
гих различных, зачастую разительно отличающихся друг от друга, формах.
Ричард Фейнман заметил, что таким свойством обладают все фундамен-
тальные модели физики (механика, квантовая физика и квантовая теория
поля). Он поставил вопрос, почему это так. Я думаю, что разные формы
эволюционных уравнений простейших (они-то и являются наиболее фун-
даментальными) математических моделей в физике наиболее приспособле-
ны для различных обобщений. Так, вариационные принципы Гамильтона и
Мопертюи (точнее, Мопертюи-Эйлера-Лагранжа-Якоби), уравнение пер-
вого порядка в частных производных, называемое уравнением Гамильтона-
Якоби, в классической механике (почти) эквивалентны. Но принцип Га-
мильтона непосредственно обобщается на механику теории относительно-
сти (релятивистскую механику), за исключением механики фотонов (света,
электромагнитных волн), принцип Мопертюи сохраняется и в динамике фо-
тонов. А вот квантовая физика использует обобщение уравнения Гамильтона-
Якоби.

Подходы и результаты механики находят себе применение далеко за ее
пределами. Например, мы увидим дальше, что электродинамика может счи-
таться в определённом смысле частным случаем механики.
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Второй закон Ньютона. Несомненно, начало современной механи-
ки — это второй закон Ньютона для материальной частицы:

mẍ = F.

Здесь m — масса частицы, x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)) — ее положение
в момент времени t. Частица движется в пространстве R3, и x1(t), x2(t),
x3(t) — ее координаты, а F — действующая на частицу сила. В самом про-
стом случае F = F (t), то есть сила задана как функция времени. В этом
случае решение уравнения легко находится двумя интегрированиями по t.
Обычно сила F бывает задана как вектор-функция от аргументов x ∈ R3,
ẋ ∈ R3 и времени t. Тогда уравнение второго закона Ньютона есть вектор-
ное дифференциальное уравнение второго порядка

mẍ = F (x, ẋ, t).

Случается, что F зависит от ẍ и даже от
...
x, а может быть, и от высших

производных. Однако, такое происходит не в фундаментальных моделях, а
скорее, в результате исключения переменных в более широких системах.
Например, уравнение движения электронов в электромагнитном поле —
третьего порядка, но это получается потому, что из общей системы исклю-
чается поле.

Физики обычно говорят, что материальная точка — это тело «столь
малых размеров», что ими при данных условиях можно пренебречь. Напри-
мер, размеры планет столь малы по сравнению с их расстояниями до Солн-
ца, что при изучении их движения планеты можно считать материальными
точками. В астрономии так и делается, и теоретические результаты велико-
лепно подтверждаются наблюдениями. Вместе с тем, при изучении враще-
ния Земли или, скажем, движения самолетов и ракет необходимо учитывать
размеры и форму нашей планеты.

Для того, чтобы описать движение материальной точки , конечно, недо-
статочно задать ее положение. Правильные начальные условия включают
также задание скорости:

x(0) = x0, ẋ(0) = v0.

Здесь x0 = (x01, x02, x03) ∈ R3 — начальное положение точки, а v0 =
(v01, v02, v03) ∈ R3 — ее начальная скорость. Таким образом, фазовое
пространство данной системы есть R3 ×R3, а состояние системы есть
пара (x, v), где x — положение материальной точки, а v — ее скорость.
Это было грандиозным открытием Ньютона — пространство, в котором мы
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живем, как бы удваивается. Аристотель, конечно, не знал дифференциаль-
ных уравнений, но если прочитать внимательно его рассуждения о движе-
нии камня, то видно, что он, пожалуй, пытался описать мир, который управ-
ляется дифференциальным уравнением первого порядка.

И. Ньютон на основе уравнения своего второго закона построил ме-
ханику системы частиц и применил ее прежде всего к проблеме движения
планет. Пожалуй, среди всех открытий Ньютона самым потрясающим бы-
ло доказательство того факта, что одна и та же сила (всемирного тяготе-
ния) заставляет падать камень на Земле и удерживает планеты на их орби-
тах. Сначала он установил, что Луна на своей околоземной орбите действи-
тельно удерживается силой, обратно пропорциональной ее расстоянию до
Земли. Забавно вспомнить, что Ньютона избрали действительным членом
английской Академии наук (Royal Society) не за это открытие, и вообще
не за научное открытие, а за то, что он изобрел прекрасный способ шли-
фовки стекла и изготовления зеркал для телескопов-рефлекторов. Сама
идея телескопа-рефлектора, вместе с ее реализацией, тоже принадлежала
И. Ньютону.

10. Принцип Гамильтона и уравнения Лагранжа II рода

В основу построения современной механики полагают обычно принцип
Гамильтона, не вполне точно называемый также принципом наименьшего
действия.

Конфигурационное и фазовое пространства

Положение механической системы есть, по определению, точка обла-
сти D в пространстве Rn. Область D называется конфигурационным
пространством или пространством положений данной системы. Раз-
мерность dimD конфигурационного пространства называется числом сте-
пеней свободы системы. Например, материальная точка в R3 имеет три
степени свободы, а система, состоящая из двух материальных точек, име-
ет шесть степеней свободы. Таким образом, число степеней свободы — это
количество скалярных параметров, которые необходимо задать, чтобы од-
нозначно определить положение системы.

Сейчас мы рассматриваем системы с конечным числом степеней сво-
боды. Однако в механике и физике сплошной среды необходимо изучать и
системы с бесконечным числом степеней свободы — жидкость или газ, де-
формируемое упругое тело, электромагнитное поле. Соответствующие тео-
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рии развиваются во многом по образцу классической механики систем с ко-
нечным числом степеней свободы. Во всяком случае, формальный аппарат
механики сплошной среды строится по аналогии — конечные суммы заме-
няются интегралами или бесконечными суммами, вместо разностей возни-
кают производные и так далее. Конечно, переход от конечного числу степе-
ней свободы к бесконечному — дело серьезное, и возникают многие новые
проблемы. Далеко не со всеми из них в настоящее время справляется со-
временная наука, такие проблемы сейчас составляют один из важнейших
стимулов к развитию математики.

Точка области D обычно обозначается через q = (q1, q2, . . . , qn), а ве-
личины q1, . . . , qn называются ее обобщенными или лагранжевыми коор-
динатами. Это обозначение идет от самого Лагранжа, который научился и
научил механиков использовать при исследовании различных систем кри-
волинейные координаты (и многому другому).

• Надо признаться, что я с некоторым содроганием говорю, что D есть
область пространства Rn. Правильно было бы сказать, что конфи-
гурационное пространство механической системы есть дифферен-
цируемое многообразие. Это такое пространство, для которого в
окрестности каждой точки можно ввести систему координат q1, q2,
. . . , qn. Такая система координат (взаимно-однозначное отображе-
ние данного подмножества на некоторый шар в Rn) называется кар-
той многообразия в данной координатной окрестности. Дальше мы
будем работать в одной координатной окрестности, так что наши рас-
смотрения будут локальными. Однако, вообще говоря, нельзя ввести
единой системы декартовых координат даже на таких простых много-
образиях как окружность S1 на плоскости или сфера S2 в R3. Прихо-
дится разбивать многообразия на части, в каждой из которых коорди-
наты ввести можно. Эти подмножества могут (даже должны) пересе-
каться, в пересечениях мы имеем сразу две системы координат, и надо
установить между ними соответствие. Для полного описания много-
образия нужен, таким образом, целый набор локальных карт вместе
с правилами их согласования в общих частях. Такой набор карт на-
зывается атласом — образец прекрасной математической термино-
логии (вызывает правильные и ясные аналогии). Когда все это ак-
куратно проделывается, то и получается теория дифференцируемого
многообразия (см. [2, 3, 10, 15]).

Состояние механической системы задается парой (q, v), где q ∈ D —
положение системы, а v ∈ Rn — ее обобщенная скорость. Если положе-
ние системы меняется по закону q = q(t), то ее (обобщенная) скорость есть
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v = q̇(t), т. е. производная по времени от q(t). Предполагается, что систе-
ма, находясь в положении q, может иметь любую мгновенную скорость v.
Таким образом, фазовое пространство данной механической системы есть
D ×Rn.

• В общей ситуации конфигурационное пространство есть гладкое мно-
гообразие M, но фазовое пространство есть не просто декартово
произведение, а новое многообразие, называемое касательным рас-
слоением и обозначаемое TM. Оно лишь локально (над одной кар-
той) является декартовым произведением.

Оказывается, чтобы определить механическую систему, достаточно за-
дать одну функцию L(q, q̇, t), которая называется функцией Лагранжа или
лагранжианом. Ее область определения есть расширенное фазовое про-
странство — декартово произведение фазового пространства и оси вре-
мени: D × Rn × R. Итак, функция L задана для любой тройки (q, q̇, t),
q ∈ D, q̇ = v ∈ Rn, t ∈ R.

Действие по Гамильтону. Теперь определим действие (по Гамильто-
ну), полагая

S =
t2∫

t1

L(q(t), q̇(t), t) dt. (10.1)

Предполагается, что t2 > t1, а в остальном моменты времени t1 и t2
произвольны. Заметьте еще, что здесь q̇(t) — на самом деле, производная
по времени от вектор-функции q(t) со значениями в Rn, а точнее, в обла-
сти D. В то же время, когда мы пишем функцию Лагранжа L(q, q̇, t), то q̇
означает просто независимую переменную.

Как видно, действие есть функционал, который каждой вектор-функции
q(t) со значениями в D ставит в соответствие число.

Деформация и вариация

Теперь определим (гладкую) деформацию данной вектор-функции q(t),
заданной для t ∈ [t1, t2] (а еще лучше на всей вещественной оси). Гладкой
деформацией вектор-функции q(t) со значениями в D называется гладкая
вектор-функция q̃(t, ε) со значениями в D, определенная для t ∈ [t1, t2],
ε ∈ (−ε0, ε0) (величина ε0 > 0 не имеет значения, дальше будет видно
почему), и удовлетворяющая условию

q̃(t, 0) = q(t). (10.2)
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• К сожалению, во многих книгах геометры деформацию называют ва-
риацией, отступая и от наглядности, и от прекрасной терминологии
классиков (Л. Эйлера, И. Бернулли, Ж. Лагранжа).

Вариацией вектор-функции q(t), отвечающей заданной деформации
q̃(t, ε), называется

δq = δq(t) =
∂

∂ε

∣∣∣
ε=0

q̃(t, ε). (10.3)

• И. Бернулли и Л. Эйлер первыми стали рассматривать функционалы
типа нашего действия S (правда, в связи с совсем другими задача-
ми — о брахистохроне и т.п.). Если мы имеем дело с обычной функ-
цией y = f(x), то, как Вы хорошо знаете, очень полезно бывает по-
смотреть, какое приращение получает эта функция f(x), когда ее ар-
гумент x получает приращение δx. Так вот, Бернулли и Эйлер вве-
ли вариацию сначала интуитивно, как аналог приращения аргумента
∆x. Тем, кто думает, что гениальным ученым все дается легко, я бы
посоветовал почитать переписку Эйлера и Бернулли о том, как же
строго определить вариацию (см. книгу [37]).

Определение вариации (10.3) дал впервые Лагранж, и всем все ста-
ло ясно. Теперь даже трудно понять, что все-таки затрудняло таких
людей, как Бернулли и Эйлер. В следующем определении вводится
аналог приращения функции ∆y и ее дифференциала dy = f ′(x)dx.

Определим вариацию функционала S (для данного значения аргу-
мента — вектор-функции q(t)), отвечающую данной деформации q̃(t, ε),
полагая

δS =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

t2∫
t1

L(q̃(t, ε), ˙̃q(t, ε), t) dt. (10.4)

Предполагая, что L гладко зависит от q и q̇, и пользуясь равенством
(10.2), из этого определения выводим формулу

δS =
t2∫

t1

(Lq · δq + Lq̇ · δq̇) dt. (10.5)

Мы здесь и далее применяем следующие обозначения

Lq · δq =
n∑

k=1

∂L

∂qk
δqk, Lq̇ · δq̇ =

n∑
k=1

∂L

∂q̇k
δq̇k.
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При этом δq̇ определяется равенством

δq̇ =
∂

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

∂

∂t
q̃(t, ε). (10.6)

Если теперь предположить, что q̃(t, ε), скажем, C2-гладкая вектор-функция
от t, ε, то дифференцирования по ε и по t коммутируют (их можно поменять
местами). Тогда из (10.6) выведем

δq̇(t) =
∂

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

∂

∂t
q̃(t, ε) =

∂

∂t

∂

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

q̃(t, ε) =
d

dt
δq(t). (10.7)

Получилась основная формула вариационного исчисления

δq̇ =
d

dt
δq. (10.8)

• Для вывода этой формулы достаточно предположить существование

непрерывной смешанной производной
∂2q̃(t, ε)

∂t∂ε
в некоторой окрест-

ности точки (t, 0). С другой стороны, хорошо известно, что в слу-
чае недостаточной гладкости функции двух переменных ее смешан-

ные производные
∂2

∂t∂ε
и

∂2

∂ε∂t
могут и не совпадать (см. примеры

в учебнике Г. М. Фихтенгольца по математическому анализу, том 1,
[44]). Я верю и уже говорил об этом раньше, что все математиче-
ские «патологии» должны реализовываться в физике и соответство-
вать тем или иным природным явлениям. Неизвестно (пока!), где в
физике могут возникнуть такие функции, у которых смешанные про-
изводные зависят от порядка дифференцирования. Может оказаться,
что появление таких функций приведет к новым, неизвестным сейчас
явлениям.

Теперь мы можем заняться дальнейшим преобразованием вариации δS.
Подставляя δq̇ из (10.8) в (10.5) и проводя интегрирование по частям, при-
дем к формуле

δS =
t2∫

t1

(
Lq · δq + Lq̇ ·

d

dt
δq

)
dt =

=
t2∫

t1

(
Lq −

d

dt
Lq̇

)
· δq dt + Lq̇ · δq

∣∣∣t2
t1

. (10.9)
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Деформация q̃(t, ε) данной вектор-функции q(t) называется деформацией
с закрепленными концами, если для всех ε выполнены равенства

q̃(t1, ε) = q(t1), q̃(t2, ε) = q(t2).

Варьируя эти равенства, то есть дифференцируя по ε при ε = 0, получим
соотношения для вариации

δq(t1) = 0, δq(t2) = 0. (10.10)

Принцип Гамильтона

Для истинного движения q(t) механической системы между лю-
быми моментами времени t1 и t2, t1 < t2, действие имеет экстре-
мальное значение по сравнению со всевозможными деформациями
q̃(t, ε) с закрепленными концами. Это означает, что выполняется
равенство

δS = 0, (10.11)

В случае достаточно близких моментов t1 и t2 действие минималь-
но.

• Исторически принцип Гамильтона не был первым среди вариацион-
ных принципов механики. Таковым был принцип наименьшего дей-
ствия Мопертюи (1747), который в то время был ректором Берлин-
ского университета. Свой принцип наименьшего действия он форму-
лировал достаточно туманно, связывая его с различными философ-
скими и богословскими соображениями (он утверждал, что природа
выбирает такие пути, которые требуют наименьшего действия и т.п.).
На его счастье, однако, среди сотрудников Берлинского университета
был Леонард Эйлер, который и объяснил, в чем на самом деле состо-
ит этот принцип, и что такое действие «по Мопертюи» (оно опреде-
ляется не так, как действие по Гамильтону). К дальнейшему уточне-
нию и развитию принципа серьезно приложили руку Лагранж и Яко-
би. Тем не менее, В. И. Арнольд [3] цитирует Якоби, который писал,
что принцип Мопертюи даже в лучших учебниках представлен так,
что его нельзя понять, а потом замечает: «Не решаюсь нарушать тра-
дицию».

Принцип Мопертюи вызвал насмешливую критику Вольтера. Он на-
писал философскую повесть «Кандид», герой которой, попадая в раз-
ные мрачные и смешные передряги, каждый раз повторяет ту фи-
лософскую формулировку Мопертюи, которая в пародийной форме
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Вольтера звучит так: «Все к лучшему в этом лучшем из миров». Вы,
конечно, слыхали эту фразу. (А знаете ли Вы, что именно Вольтер
сыграл решающую роль в распространении идей Ньютона на конти-
ненте?)

И в принципе Мопертюи, и в принципе Гамильтона есть одна (кажущая-
ся) странность — условия налагаются на систему в будущие моменты вре-
мени. Это может навести на мысль, что данные принципы имеют телео-
логический смысл, т.е. говорят о том, что механическая система как буд-
то стремится к некоторой высшей цели в своем движении. Конечно, это не
так. Мы увидим, что из вариационного принципа Гамильтона следуют диф-
ференциальные уравнения движения, так что на самом деле будущая эво-
люция механической системы определяется попросту начальными услови-
ями. Что касается принципа Мопертюи, то, как мы увидим далее, здесь де-
ла обстоят иначе — конечное положение системы, действительно, задает-
ся, но задаем его мы сами. Строго говоря, принцип Мопертюи относится
не к задаче с начальными данными, а к краевой задаче и определяет не
эволюцию, а лишь траекторию, соединяющую два положения системы. За-
мечу, что в литературе по этому вопросу много путаницы, некоторые авто-
ры, обороняя этот принцип от обвинения в «телеологичности», заявляют,
что и принцип Мопертюи определяет начальные данные. На самом деле,
принцип Мопертюи при заданном положении системы определяет ее на-
чальную скорость, потребную для достижения заданного конечного поло-
жения. Таким образом, цель все-таки присутствует в этом принципе, но мы
сами ее выбираем.

Существенное различие между двумя принципами проявляется и в том,
что принцип Гамильтона определяет эволюцию (решение уравнений движе-
ния) однозначно (во всяком случае, при естественных условиях гладкости
и невырожденности), тогда как принципу Мопертюи может удовлетворять
много, даже бесконечно много, различных траекторий.

Замечу еще, что принцип Гамильтона, являясь мощным средством вы-
вода дифференциальных уравнений движения (а в механике сплошной сре-
ды — еще и так называемых естественных краевых условий), вместе с
тем, мало пригоден для построения приближенных методов. Так получа-
ется именно потому, что условия приходится накладывать на положение
системы в будущем, которое нам заранее неизвестно. Правда, в задаче о
периодических движениях, когда требуется, чтобы не просто положение,
а начальное состояние системы (q, q̇) повторилось спустя период времени
T , принцип Гамильтона оказывается весьма полезным и для теории (суще-
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ствование, единственность и неединственность периодических режимов), и
для приближенного вычисления.

Уравнения Лагранжа второго рода

Поскольку в принципе Гамильтона допустимы лишь деформации с за-
крепленными концами, их вариации обращаются в ноль в начальный и ко-
нечный моменты t1 и t2 соответственно, см. (10.10). Формула для вариации
упрощается, и принцип Гамильтона приводит к равенству

δS =
t2∫

t1

(
Lq −

d

dt
Lq̇

)
· δq dt = 0. (10.12)

Это равенство должно выполняться для произвольной вектор-функции
δq = δq(t), удовлетворяющей краевым условиям (10.10). Если бы этих

краевых условий не было, то мы попросту положили δq = Lq −
d

dt
Lq̇ ,

вышло бы, что интеграл от квадрата последней вектор-функции равняется
нулю, а значит, и сама она равна нулю почти для всех t ∈ [t1, t2], а так
как она непрерывна, то и для всех t ∈ [t1, t2]. Краевые условия, однако,
не позволяют нам действовать таким образом. Тем не менее, полученный
вывод верен: выполняется уравнение Лагранжа (второго рода)

d

dt
Lq̇ − Lq = 0, (10.13)

или подробнее, в координатах

d

dt
Lq̇i − Lqi = 0, i = 1, . . . , n. (10.14)

Имеется два основных способа это доказать. Способ первый состоит
в том, чтобы установить, что множество вектор-функций, удовлетво-
ряющих краевому условию (10.10), всюду плотно в пространстве L2

(точнее, L2([t1, t2], Rn)). Следующие рассуждения носят достаточно об-
щий характер.

Обозначим Lq −
d

dt
Lq̇ = f , δq = η, дальше будет неважно, откуда

взялась вектор-функция f , интегрируемая с квадратом (скалярным). По
свойству плотности для заданной вектор-функции f можно найти такую
последовательность вектор-функций ηk(t), удовлетворяющих краевым
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условиям η(t1) = η(t2) = 0, которая сходится в L2 к f . Это означает, что
‖f − ηk‖ → 0 или

t2∫
t1

(f(t)− ηk(t))
2 dt → 0. (10.15)

Далее, согласно (10.12) имеем

t2∫
t1

f(t) · ηk(t) dt = 0, k = 1, 2, . . . (10.16)

Переходя в этом равенстве к пределу, с учетом (10.15) получаем

t2∫
t1

f2 dt = 0. (10.17)

Отсюда и вытекает, что f(t) ≡ 0. Вышло, что мы все-таки смогли, пре-
одолев сопротивление краевых условий, положить δq равным f в (10.12).
Я опустил здесь доказательство свойства плотности, надеюсь, что оно Вам
известно из функционального анализа и вариационного исчисления.

• На самом деле, справедливо более сильное утверждение, которое при-
меняется не только в случае функций и вектор-функций, заданных на
отрезке, но и для функций, заданных в произвольной области (см.,
например, [28]).

Лемма. Множество функций C∞–гладких и исчезающих в окрест-
ности границы области D, а если область не ограничена, то также
в окрестности бесконечно удаленной точки (то есть вне некото-
рого шара) — всюду плотно в L2(D).

Разумеется, окрестность, о которой идет речь в лемме, у каждой функ-
ции своя.

Эта лемма распространяется и на вектор-функции со значениями в ев-
клидовом пространстве.

Замечу еще, что окончание нашего предыдущего рассуждения по сути
повторяет доказательство известной — простой и важной — леммы функ-
ционального анализа.
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Лемма. Пусть f ∈ H — элемент гильбертова пространства H , и
пусть L ⊂ H — всюду плотное в H множество. Тогда из равенства

(f, η) = 0, (10.18)

выполняющегося для всех η ∈ L, следует, что f = 0.
Второй способ вывода уравнений Лагранжа (10.13) из равенства (10.12)

связан с использованием δ–функции. Мы теперь предполагаем, что вектор-
функция f = Lq − d

dtLq̇ непрерывна, и для нее выполняется равенство

t2∫
t1

f(t) · η(t) dt = 0 (10.19)

для всех вектор-функций η, непрерывных и таких, что η(t1) = η(t2) = 0.
Пусть t0 ∈ (t1, t2) — произвольный момент времени. На сей раз постро-
им последовательность ηk(t) вектор-функций, которая стремится (слабо)
к δ-функции δ(t − t0). Тогда, полагая в (10.19) η = ηk (здесь мы долж-
ны предположить, что ηk удовлетворяет краевым условиям) и переходя к
пределу, найдем, что f(t0) = 0, что и требовалось (t0 — произвольно).

• Оба примененных приема являются частными случаями более обще-
го подхода, основанного на теореме Хана-Банаха. Пусть для дан-
ного элемента f банахова пространства X выполняется равенство
η(f) = 0, где η есть произвольный линейный функционал из мно-
жества M ⊂ X∗, причем M плотно (или хотя бы полно) в X∗. Тогда
f = 0.

Еще раз запишем теперь уже полностью выведенные уравнения Лаг-
ранжа второго рода

d

dt
Lq̇ − Lq = 0.

Конечно, Вас не смутит присутствие здесь частных производных, они лишь
участвуют в выражениях для слагаемых этого уравнения. В нормальной си-
туации уравнение Лагранжа представляет собой систему обыкновенных
дифференциальных уравнений второго порядка. Действительно, производя
дифференцирование по t, можно придать уравнению (10.13) форму

Lq̇q̇ q̈ + Lq̇q q̇ + Lq̇t − Lq = 0. (10.20)
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Эта система не разрешена относительно вторых, старших производных. Ее
можно разрешить (это и есть нормальная для задач механики ситуация),
если выполнено условие

det

(
∂2L

∂q̇i∂q̇j

)
6= 0. (10.21)

Матрица в этом равенстве называется матрицей Гесса, а ее определи-
тель — гессианом функции L (по переменным q̇1, q̇2, . . . , q̇n). Когда усло-
вие (10.21) выполнено для всех (q, q̇, t) ∈ D×Rn×R, уравнение (10.20) и
в самом деле представляет собой систему n дифференциальных уравнений
второго порядка с областью задания D ×Rn ×R.

Вырожденные лагранжианы

Случается, что условие невырожденности (10.21) нарушается лишь в
отдельных точках или на некоторых подмногообразиях фазового простран-
ства. Мы сейчас рассмотрим вырожденные лагранжианы, для которых
уравнение Лагранжа на всем фазовом пространстве «теряет порядок». Итак,
назовем лагранжиан L вырожденным, если всюду (тождественно) выпол-
нено равенство

Lq̇q̇(q, q̇, t) = 0. (10.22)

В этом случае уравнение Лагранжа (10.20) — первого порядка или вообще
не является дифференциальным (становится конечным).

Из равенства (10.22) следует, что L зависит от q̇ линейно:

L = A(q, t) · q̇ + B(q, t), (10.23)

где A(q, t) — вектор-функция, B(q, t) — функция. В координатах равен-
ство (10.23) записывается в виде

L = Ai(q, t)q̇i + B(q, t), (10.24)

Как обычно, подразумевается суммирование по i от 1 до n. Отсюда выво-
дим

Lq̇i = Ai, Lq̇ = A, (10.25)
Lqi = Aj qi q̇j + Bqi , Lq = A∗

q q̇ + Bq. (10.26)

Заметим, во-первых, что при выводе первого равенства (10.26) нам при-
шлось изменить название немого индекса i на j. А во-вторых, обрати-
те внимание, что во второй формуле (10.26) появилась не сама матрица
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Aq =
(

∂Ai
∂qj

)n

i,j=1
, а ее транспонированная A∗

q =
(

∂Aj

∂qi

)n

i,j=1
. Тут есть о

чем задуматься, а не то легко допустить ошибку. Давайте для функционала
M(q, q̇) = A(q) · q̇ = (A(q), q̇) вычислим производную Mq , не перехо-
дя к координатам. Воспользуемся определением Гато. Для любого η ∈ Rn

имеем

Mq · η =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

M(q + εη, q̇) =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

(A(q + εη), q̇) =

= (A′(q)η, q̇) = (η, A′ ∗(q)q̇).
(10.27)

Здесь A′(q) = Aq . Таким образом,

Mq = A′ ∗(q)q̇. (10.28)

Теперь пойдем дальше. Согласно (10.25), (10.26), уравнение Лагранжа
(10.20) принимает вид

(Aq −A∗
q)q̇ + At −Bq = 0. (10.29)

Это дифференциальное уравнение (формально) первого порядка в Rn. Его
можно разрешить относительно q̇, если операторный коэффициент K =
Aq−A∗

q есть обратимый оператор. Но оператор K кососимметричен: K∗ =
−K . Только в четномерном пространстве Rn кососимметрический опера-
тор может быть обратим. В интересном случае n = 3, как мы уже виде-
ли, действие кососимметрического оператора может быть реализовано как
векторное умножение на некоторый вектор (точнее, на псевдовектор). По-
этому в случае n = 3 уравнение (10.29) может быть также записано в виде

ω(q, t) ∧ q̇ + At −Bq = 0, (10.30)

где ω — тот самый псевдовектор, который определяется оператором K .
Уравнение Лагранжа зависит от лагранжиана L линейно. Если, напри-

мер, к некоторому известному лагранжиану добавить лагранжиан (10.23),
то в уравнение Лагранжа добавится левая часть уравнения (10.29). Это со-
ображение позволяет включить в гамильтонов–лагранжев формализм раз-
личные уравнения механики с гироскопическими силами. Такие системы
возникают, например, когда мы рассматриваем движение во вращающейся
системе координат. Примером служит сила Кориолиса, которая появляется
в системе отсчета, связанной с вращающейся Землей.
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Дальнейшее вырождение уравнения Лагранжа (10.29) возникает, когда
Aq = A∗

q , то есть в случае, когда векторное поле A потенциально. В коор-
динатах это условие имеет вид

∂Ai

∂qj
=

∂Aj

∂qi
. (10.31)

Из курса анализа Вам известно (известно?), что в этом случае существует
такая функция ϕ(q, t), что

A = grad ϕ = ϕq. (10.32)

Вообще говоря, функцию ϕ можно определить лишь локально. Но если
область D ⊂ Rn, где изменяется точка q, односвязна (например, если
D = Rn), то потенциал ϕ можно определить всюду в D. При условии
(10.32) уравнение (10.29) становится конечным, недифференциальным:

At −Bq = 0. (10.33)

С учетом условия (10.32), это уравнение приводится к скалярному

ϕt = B. (10.34)

Здесь опущено слагаемое C(t), потому что его можно убрать, включив в
функцию ϕ — она ведь, согласно (10.32), определена с точностью до про-
извольного слагаемого, зависящего от t.

Тривиальные лагранжианы

Мы видим, что задание лагранжиана, согласно принципу Гамильтона,
однозначно определяет уравнение движения Лагранжа (10.13). Однако об-
ратное неверно — одному и тому же уравнению (10.13) соответствует не
один, а много лагранжианов. Так получается потому, что имеется целый на-
бор тривиальных лагранжианов.

Лагранжиан L0 называется тривиальным, если отвечающее ему «урав-
нение Лагранжа» сводится к равенству 0 = 0. Из предыдущего следует,
что тривиальный лагранжиан должен быть линеен по q̇ (см. (10.23)), при-
чем поле A должно быть потенциальным (см. (10.32)). Кроме того, должно
выполняться равенство (10.34). В итоге приходим к выводу, что тривиаль-
ный лагранжиан должен иметь вид

L0 = Aq̇ + B = grad ϕ · q̇ + ϕt =
dϕ

dt
. (10.35)
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О представлении (10.35) нетрудно было догадаться. Действительно, для
лагранжиана L0 действие S0 при заданном q(t) выразится в виде

S0 =
t2∫

t1

dϕ

dt
dt = ϕ(q2, t2)− ϕ(q1, t1), (10.36)

где q1 = q(t1), q2 = q(t2). Выходит, что S0 вообще не изменяется при
варьировании (концы q1 и q2 закреплены) и приводит к тривиальному тож-
деству.

Окончательный вывод: лагранжиан L0 тривиален тогда и только
тогда, когда он допускает представление (10.35) с какой-либо глад-
кой функцией ϕ(q, t).

Понятно, что если к лагранжиану L прибавить тривиальный лагранжи-
ан L0, то полученный лагранжиан L + L0 приведет к тем же уравнениям
Лагранжа. Если лагранжианы L1 и L2 дают одни и те же уравнения Лаг-
ранжа, то их разность L2 − L1 — тривиальный лагранжиан.

11. Лагранжианы материальных частиц

Лагранжиан свободной частицы

В физике материальной частицей или материальной точкой называет-
ся тело, размерами которого в условиях данной задачи, можно пренебречь.
Сейчас мы, исходя из постулатов общего характера, касающихся свойств
симметрии пространства и времени, выведем выражение для лагранжиана
свободной, то есть не взаимодействующей с другими телами частицы и по-
лучим уравнение ее движения.

Разумеется, принятые постулаты не подлежат доказательству — они
получаются обобщением всего имеющегося у нас опыта общения с приро-
дой.

Предположим, во-первых, что частица двигается в пространстве R3. Ее
положение есть точка x = (x1, x2, x3) ∈ R3, так что ее конфигурационное
пространство есть R3.

Далее предположим, что пространство однородно и изотропно, а вре-
мя однородно.

Однородность времени означает, что законы природы не меняются при
сдвиге времени, то есть при замене t → t + τ для любого τ. Это означает,
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что лагранжиан свободной частицы не зависит от времени:

L = L(x, ẋ). (11.1)

Физики еще говорят, что не существует выделенного начала отсчета
времени, так что его можно выбрать произвольно, и законы природы не из-
менят не только своего существа, но и формы.

Однородность пространства означает инвариантность законов приро-
ды относительно произвольных сдвигов пространства: x → x+h, h ∈ R3.
Физически это означает также, что не существует избранного начала отсче-
та координат. Требование, чтобы лагранжиан был инвариантен относитель-
но всевозможных сдвигов пространства (то есть не изменялся при сдвигах),
означает, конечно, что он не зависит от x. Таким образом, мы можем напи-
сать, что L = L(v).

Изотропность пространства означает инвариантность законов приро-
ды относительно произвольных вращений пространства. Иначе говоря, не
существует в пространстве избранных направлений для осей координат де-
картовой системы отсчета. Соответственно, лагранжиан L должен сохра-
нять значение, когда вектор v подвергается произвольному повороту, ко-
торый его переводит в v′. Но понятно, что вектор v поворотом можно пе-
ревести в вектор v′ в том, и только том случае, когда их длины одинаковы.
Выходит, что лагранжиан L(v), чтобы быть инвариантным относительно
вращений, должен зависеть лишь от длины вектора v. Тогда он имеет вид

L = `(v2), (11.2)

где v2 = v · v — квадрат длины, а ` — некоторая функция одной перемен-
ной, которую без особых разговоров физики предполагают гладкой (имею-
щей столько производных, сколько понадобится).

Указанные выше свойства однородности физического пространства и
времени и изотропности пространства, строго говоря, имеют место лишь
при специальном выборе системы отсчета — декартовых координат в
R3 и координаты на оси времени.

Система отсчета с этими свойствами называется инерциальной. В та-
кой системе координат свободное тело, покоящееся в некоторый момент
времени (а точнее, на некотором интервале времени), остается в покое неогра-
ниченно долго. Фактически, мы постулировали существование одной такой
системы отсчета. На самом деле, их оказывается много.

Для того, чтобы сделать последний шаг, нужен еще один важный посту-
лат.
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Принцип относительности Галилея. Всякая система отсчета, дви-
жущаяся по отношению к инерциальной системе поступательно,
с постоянной скоростью, остается инерциальной. Иными словами,
законы природы инвариантны относительно преобразований Гали-
лея

x′ = x− V t, t′ = t, (11.3)

где V — произвольный вектор.
Заметим, что время в новой системе остается прежним. Постулат об аб-

солютности времени лежит в основе всей классической механики. Однако в
теории относительности он был ревизован. Подчеркну еще, что в принципе
относительности речь идет фактически о равномерном поступательном
движении системы отсчета. Не только ускоренное поступательное движе-
ние, но и вращение с постоянной угловой скоростью нарушает инерциаль-
ность.

• На самом деле, такая формулировка принципа относительности Га-
лилея принадлежит Эйнштейну, хотя, конечно, содержание принципа
было замечательным открытием Галилео Галилея. В общем принципе
относительности Эйнштейна вместо преобразований Галилея (11.3)
фигурируют преобразования Лоренца. Время перестает быть абсо-
лютным и теперь уже зависит от движения системы отсчета.

В физике системы отсчета жестко связываются с теми или иными те-
лами. При этом каждый раз получается, что свойство инерциально-
сти выполняется лишь приближенно. Так, система отсчета, связан-
ная с нашей Землей, во многих случаях может считаться приближен-
но инерциальной, но ее неинерциальность обнаруживается, напри-
мер, при помощи опыта с маятником Фуко. Причина неинерциаль-
ности — вращение Земли вокруг своей оси, более слабое отклонение
возникает из-за ее вращения вокруг Солнца. Когда изучается движе-
ние Земли вокруг Солнца, система отсчета связывается с Солнцем,
эта система является инерциальной с гораздо лучшим приближени-
ем. В астрономии, однако, применяется система отсчета, «связанная
с неподвижными звездами», которая еще лучше приближает инерци-
альную — настолько, что удается заметить вращение Солнца вокруг
центра Галактики.

Посмотрим, каков должен быть лагранжиан (11.2) согласно принципу
относительности Галилея. Оказывается, нельзя требовать, чтобы лагран-
жиан оставался неизменным при преобразованиях Галилея (11.3) вместе с
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соответствующим преобразованием скорости

v′ = v − V. (11.4)

Приходится вспомнить, что добавление тривиального лагранжиана
(10.35) не меняет уравнения движения. Таким образом, требование инва-
риантности законов движения свободной частицы относительно преобра-
зований Галилея (11.3) дает лишь равенство

`(v′2) = `(v2) +
d

dt
f(x, t), (11.5)

где v′ определяется формулой (11.4), а f — некоторая функция, которая
может зависеть от векторного параметра V .

Для дальнейшего вывода достаточно рассмотреть преобразования Га-
лилея с малой скоростью εV , где ε — малый параметр:

x′ = x− εV t, v′ = v − εV, t′ = t. (11.6)

Теперь подставим эти выражения в (11.5) и разложим `(v′2) в ряд по
степеням ε. В результате получим асимптотическую формулу с точностью
до слагаемых порядка ε

2:

`(v′2) = `((v − εV )2) = `(v2 − 2εv · V + ε
2V 2) =

= `(v2)− 2`′(v2)εv · V + O(ε
2), ε → 0.

Функцию f тоже представим в виде

f(x, t) = f0(x, t) + εf1(x, t) + ε
2f2(x, t) + . . . .

Подставляя эти разложения в (11.5) и приравнивая члены порядка ε слева
и справа, получаем

− `′(v2)v · V =
d

dt
g(x, t) =

∂g(x, t)
∂t

+ v · gx(x, t), (11.7)

где g(x, t) =
1
2
f1(x, t).

Это равенство должно выполняться для любых x, v, t. Функция g мо-
жет зависеть от вектора V . Полагая в (11.7) v = 0, получаем равенство
∂g

∂t
= 0, так что g = g(x), не зависит от t. Равенство (11.7) приобретает

вид
v ·
[
`′(v2)V − gx(x)

]
= 0. (11.8)
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Но лишь нулевой вектор может быть ортогонален к произвольному век-
тору v, поэтому

`′(v2)V = gx(x). (11.9)

Правая часть этого равенства не зависит от v, значит, не зависит и левая.

Отсюда следует, что `′(v2) — постоянная. Ее принято обозначать через
m

2
.

Таким образом, `(v2) =
mv2

2
+ const. Отбрасывая несущественную по-

стоянную, получаем окончательно лагранжиан свободной частицы

L =
mv2

2
. (11.10)

Соответственно, действие есть

S =
t2∫

t1

mv2

2
dt. (11.11)

Из условия минимальности действия при t2, близких к t1, следует, что
m > 0 (докажите это!).

Соответствующее уравнение движения, согласно принципу Гамильтона,
получается в виде

mẍ = 0. (11.12)

Выходит, что свободная частица в инерциальной системе отсчета дви-
гается с постоянной скоростью v = v0, где v0 — ее скорость в начальный
момент времени, соответственно, x(t) = x0 + tv0.

Системы частиц. Обобщенный II-й закон Ньютона

Пусть имеются две механические системы A и B, и их положения опре-
деляются соответственно обобщенными координатами qA ∈ DA ⊂ RnA и
qB ∈ DB ⊂ RnB . Пусть их лагранжианы суть LA(qA, q̇A, t) и LB(qB, q̇B, t).
Лагранжиан L = L(qA, qB, q̇A, q̇B, t) объединенной системы в классиче-
ской механике считается равным

L = LA + LB + LAB(qA, qB, t). (11.13)

Добавочное слагаемое LAB называется лагранжианом взаимодей-
ствия или потенциалом взаимодействия, поскольку оно не зависит от
скоростей q̇A, q̇B . Потенциал лишь знаком отличается от потенциальной
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энергии. Когда системы A и B не взаимодействуют, это слагаемое отсут-
ствует.

Например, лагранжиан системы n взаимодействующих частиц пред-
ставляется в виде

L =
n∑

k=1

mkv
2
k

2
− V (x1, x2, . . . , xn). (11.14)

Здесь x1, x2, . . . , xn — положения частиц в R3, а v1, v2, . . . , vn — их
скорости. Заметьте, что получилась система с 3n степенями свободы и фа-
зовым пространством (R3)n× (R3)n = R6n. Потенциальная энергия вза-
имодействия V должна быть задана. Особенно интересен и важен тот слу-
чай, когда ее можно представить в виде

V =
∑

1≤j<k≤n

vjk(|xj − xk|). (11.15)

Здесь vjk — потенциальная энергия взаимодействия j-й и k-й частиц, ко-
торая зависит лишь от расстояния между ними. В этой сумме отсутствуют
слагаемые, отвечающие j = k — это означает, что частица сама с собою
не взаимодействует. Условие j < k принято потому, что слагаемые с j > k
можно объединить с теми, для которых j < k; предполагается, что это уже
сделано. Как видно, каждая пара частиц взаимодействует независимо от
других — это так называемое парное взаимодействие, в принципе, воз-
можны, конечно, и более сложные варианты. К рассматриваемому классу
систем принадлежит, например, простейшая модель Солнечной системы,
построенная впервые И. Ньютоном. Для нее потенциальная энергия взаи-
модействия пары частиц vjk имеет вид

vjk = −f
mjmk

rjk
, rjk = |xj − xk|. (11.16)

Это потенциальная энергия, соответствующая закону всемирного тяго-
тения Ньютона, f — постоянная тяготения. Замечу, что при rjk = 0 по-
тенциальная энергия тяготения не определена, имеет сингулярность. По-
этому следует несколько изменить определение конфигурационного про-
странства, исключив из него все такие точки. Это становится существен-
ным лишь в тех случаях, когда происходит столкновение частиц.

Натуральные механические системы и уравнение обобщенного
II-го закона Ньютона. Рассмотрим механическую систему, положение ко-
торой есть точка евклидова пространства H — конечномерного или гиль-
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бертова. Ее конфигурационное пространство есть H , а фазовое простран-
ство есть H2 = H × H . Предположим, что лагранжиан системы имеет
вид

L =
1
2
(Mẋ, ẋ)− V (x). (11.17)

Здесь M : H → H — линейный симметричный и положительно опре-
деленный оператор. Это означает, что для любых ξ, η ∈ H выполняется
равенство (Mξ, η) = (ξ,Mη) и (Mξ, ξ) > 0 для всех ξ 6= 0. В бес-
конечномерном случае это требование нужно усилить, требуя, чтобы суще-
ствовал обратный оператор M−1, обычно для этого достаточно, чтобы опе-
ратор M был положительно определенным, то есть выполнялось нера-
венство (Mξ, ξ) > γ(ξ, ξ) при некотором γ > 0. Оператор M называ-
ется оператором масс или оператором инерции. Первое слагаемое в
(11.17) называется кинетической энергией, а функция V — потенци-
альной энергией. Системы, у которых лагранжиан может быть представ-
лен в виде такой разности, называются натуральными. Из (11.17) полу-
чаем Lẋ = Mẋ, Lx = −grad V (x). Подстановка в уравнение Лагранжа

d

dt
Lẋ − Lx = 0

дает уравнение обобщенного II-го закона Ньютона

Mẍ = −grad V (x). (11.18)

Интересно заметить, что можно всегда считать оператор M тождествен-
ным: M = I . Для этого нужно изменить метрику, определив скалярное
произведение. Введем новое скалярное произведение в H , полагая для лю-
бых ξ, η ∈ H

(ξ, η)M = (Mξ, η). (11.19)

Легко проверить, что эта билинейная форма удовлетворяет всем аксиомам
скалярного произведения (так как оператор M симметричен и положитель-
но определен). Вместе с новым скалярным произведением (11.19), которое
называется энергетическим, возникает и новый градиент, обозначим его
gradM . Как мы видели ранее (см. (9.17)), для любой функции V на H спра-
ведливо соотношение

grad V (x) = M gradM V (x). (11.20)

Подставляя это выражение в (11.18) и «сокращая» на M (точнее, применяя
к полученному равенству обратный оператор M−1), перепишем (11.18) в
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эквивалентной форме
ẍ = −gradM V (x). (11.21)

Я предполагаю, что именно рассмотрения такого рода, особенно в дина-
мике сжимаемого газа, привели А.Эйнштейна к выводу, что метрика мира
определяется распределением масс.

Замечу еще, что оператор M мог бы зависеть от x. Тогда получилось бы,
что кинетическая энергия есть квадратичная форма от скоростей с коэффи-
циентами, зависящими от положений частиц. В обобщенных координатах
q1, q2, . . . , qn она приняла бы вид

T =
1
2

n∑
i,j=1

mij(q1, . . . , qn)q̇i q̇j . (11.22)

Такие системы также называются натуральными. Вообще, если даже
коэффициенты не зависят от координат, то такая зависимость, как правило,
немедленно появится, когда мы перейдем к другим (криволинейным) коор-
динатам.

12. Законы сохранения в механике

Закон сохранения энергии

Предположим, что лагранжиан L = L(q, q̇) не зависит от времени.
Сейчас мы покажем, что в этом случае система обладает интегралом. Это
интеграл энергии. Его проще всего получить — для различных форм урав-
нения движения — если запомнить, что соответствующая ему косимметрия
есть скорость q̇. Остальное — выкладки.

Итак, умножая уравнение Лагранжа, записанное для некоторого реше-
ния q(t), скалярно на q̇(t), получаем

0 = q̇
d

dt
Lq̇ − q̇Lq =

d

dt
(q̇Lq̇)− q̈Lq̇ − q̇Lq =

=
d

dt
(q̇Lq̇ − L).

(12.1)

Таким образом, функция

E(q, q̇) = q̇Lq̇ − L, (12.2)
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называемая энергией, есть интеграл данной механической системы. Это
утверждение есть закон сохранения энергии в механике.

Легкость этого вывода может нас вдохновить на поиск новых интегра-
лов. Увы, известно, что типичная механическая система других интегралов
не имеет. Дальше мы увидим, что существование дополнительных интегра-
лов или законов сохранения связано со специальными свойствами симмет-
рии данной механической системы.

Закон сохранения энергии для натуральной механической системы
(11.18) можно вывести из общего результата (12.2). Может быть, проще
получить его непосредственно, опять-таки умножая уравнение (11.18) ска-
лярно на ẋ. Надо только заметить, что справедлива формула

d

dt
V (x) = (ẋ, grad V (x)). (12.3)

В итоге приходим к выводу, что уравнение (11.18) допускает интеграл
энергии

E(x, ẋ) =
1
2

(Mẋ, ẋ) + V (x). (12.4)

Сравните выражения L = T − V и E = T + V , где T — кинетическая
энергия

T =
1
2
(Mẋ, ẋ). (12.5)

Замечу, что в случае, когда лагранжиан L зависит от времени, для энер-
гии, по прежнему определяемой формулой (12.2), получается равенство

dE

dt
=

∂L

∂t
. (12.6)

Связь законов сохранения с симметриями. Теорема Эмми Нетер

Когда нужно объяснить то или иное явление природы, цепочка ответов
на вопросы «почему» заканчивается ссылкой на тот или иной закон сохра-
нения. Но почему выполняются сами законы сохранения? Причиной явля-
ется симметрия, инвариантность нашего мира относительно тех или иных
групп преобразований. Р. Фейнман поставил вопрос о причинах симметрии
Вселенной. Никто не может в настоящее время ответить внятно на этот во-
прос. Таким образом, сейчас знание о симметрии мира составляет наибо-
лее глубокий уровень понимания законов природы. Физики, работающие
на переднем крае своей науки, изучающие природу элементарных частиц
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(существующих и еще не открытых) и полей, когда нет еще ясных матема-
тических моделей, делают свои предсказания, основываясь на гипотезах о
тех или иных симметриях.

Идея связи законов сохранения с симметриями пространства, времени
и с симметриями рассматриваемых систем возникла уже у классиков ме-
ханики в XIX веке (Лагранж, Якоби), но в наиболее ясной и общей форме
была развита немецким математиком Эмми Нетер. Многие считают ее са-
мым крупным математиком всех времен среди женщин. Теорема, которую
мы сейчас с вами будем изучать, — лишь один из ее важных результатов
в этом направлении. Вообще-то вся эта работа для Э. Нетер была, воз-
можно, неким исключением. В основном, она известна как основатель но-
вой области математики, которая долго называлась современной алгеброй.
Сейчас ее предпочитают называть абстрактной алгеброй. Это теория групп,
колец, алгебр, модулей и т.д. (см. книгу ее ученика Ван дер Вардена [7]).

• Мой знакомый, руководитель фирмы по производству системного обес-
печения компьютеров, процветающей уже лет 25, предпочитает брать
на работу математиков, которые прослушали курс абстрактной ал-
гебры. Ни группы, ни модули, на самом деле, не используются в си-
стемном программировании. Но, по-видимому, изучение абстрактной
алгебры нужным образом настраивает мозги.

Инвариантность и симметрия. Сначала поговорим немного о симмет-
рии вообще. Что такое симметрия? И кстати, что такое красота? Ответ на
второй вопрос — может быть, к счастью, — неизвестен. Но ясно, что сим-
метрия является существенным элементом красоты, хотя многие считают,
что для красоты необходимо некоторое, умеренное отклонение от строгой
симметрии. Как говорил Френсис Бэкон (1561–1626 гг.), «не существу-
ет истинно прекрасного без некоторой доли странности». (Это тот самый
Бэкон, который сказал, что “Knowledge itself is power”, дав тем название
журналу «Знание – сила»).

Всмотримся в слово «симметрия». Симметрия означает соразмерность,
это слово появилось еще у Аристотеля. В современном формально-мате-
матическом понимании симметрия означает инвариантность того или ино-
го объекта — множества, функции, векторного поля, и т.д. относительно
того или иного преобразования.

Рассмотрим, например, область Ω в Rn или даже просто произвольное
множество Ω и пусть задано некоторое преобразование ϕ : Ω → Ω множе-
ства Ω в себя. Вы помните, что преобразование — это взаимно однозначное
отображение. Подмножество Ω0 ⊂ Ω назовем инвариантным относитель-
но преобразования ϕ, если ϕ(Ω0) = Ω0, так что Ω0 переходит в себя при
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преобразовании ϕ. В этом случае можно рассмотреть сужение ϕ

∣∣∣
Ω0

. Гово-

рят также, что множество Ω0 симметрично относительно преобразования
ϕ.

Пусть теперь задана вещественная функция f : Ω → R на Ω. Скажем,
что она инвариантна относительно преобразования ϕ, если для всех x ∈ Ω

f(ϕ(x)) = f(x). (12.7)

Часто удобно бывает записывать это равенство с использованием об-
ратного отображения ϕ

−1 в виде

f(ϕ
−1(x)) = f(x). (12.8)

Можно эти равенства записать и так:

f ◦ ϕ = f, f ◦ ϕ
−1 = f. (12.9)

Дальше уже существенно, что Ω — область в Rn, а отображение ϕ бу-
дем считать гладким, хотя бы класса C1. При этих условиях отображение
ϕ определяет не только преобразование функций на Ω, но и отображение
векторов, скажем, приложенных в некоторой точке a ∈ Ω. Такой вектор
v можно мыслить как мгновенную скорость точки, которая в данный мо-
мент находится в положении a. Если при этом точка двигается по закону
x = x(t), и x(t0) = a, то ẋ(t0) = v.

Посмотрим теперь, как двигается преобразованная точка ϕ(x(t)). Ее
скорость есть

d

dt
ϕ(x(t)) = ϕ

′(x(t))ẋ(t) (12.10)

или в координатах

d

dt
ϕi(x(t)) =

n∑
k=1

∂ϕi(x(t))
∂xk

ẋk(t). (12.11)

Здесь ϕ
′(x) означает производную отображения ϕ в точке x. Эта про-

изводная в координатах задается матрицей Якоби

ϕ
′(x)

def
=
(

∂ϕi(x)
∂xk

)n

i,k=1
. (12.12)

Не совсем точно было бы написать здесь просто знак равенства, потому
что матрица Якоби зависит от выбора координат, а производная ϕ

′(x) — не
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зависит. Нетрудно дать ей инвариантное (относительно выбора координат)
определение.

Формулы (12.10) и (12.11) показывают, что разумно определить инду-
цированное преобразованием ϕ : Ω → Ω отображение векторов в произ-
вольной точке x ∈ Ω при помощи производной отображения ϕ. Это инду-
цированное отображение часто обозначают ϕ∗(x), согласно определению
ϕ∗(x)v = ϕ

′(x)v или в координатах

ϕ∗i(x)v = ϕ
′
i(x)v =

n∑
k=1

∂ϕi(x)
∂xk

vk. (12.13)

Кратко то, что мы сейчас проделали, выражают словами: гладкое пре-
образование ϕ действует на функции посредством замены переменных, а на
векторы — посредством его производной.

Инвариантные лагранжианы. Лагранжиан L(q, q̇), не зависящий от
времени, задается в декартовом произведении D ×Rn, где D — область в
Rn.

Предположим теперь, что задана однопараметрическая группа преоб-
разований области D gτ : D → D. Это означает, что g0 = id, gτ+s = gτgs

для всех τ, s ∈ R. Это отображение переводит точку q ∈ D в точку gτq ∈
D. При этом вектор q̇, приложенный в точке q, подвергается индуцирован-
ному преобразованию g′τ(q) и переходит в g′τ(q)q̇. Скажем, что лагранжиан
L инвариантен относительно однопараметрической группы gτ, если выпол-
няется равенство

L(gτq, g
′
τ(q)q̇) = L(q, q̇) (12.14)

для всех τ ∈ R, q ∈ D, q̇ ∈ Rn.
Мы уже знаем, что однопараметрическая группа преобразований обла-

сти D определяется векторным полем Q на D, так что gτ есть эволюцион-
ный оператор автономного дифференциального уравнения

dq

dτ
= Q(q), (12.15)

при этом q(τ) = gτq0 есть решение задачи Коши для этого уравнения с
начальным условием q(0) = q0.

Теорема Э. Нетер. Пусть лагранжиан L = L(q, q̇) не зависит от
времени и инвариантен относительно однопараметрической груп-
пы преобразований gτ, так что выполняется (12.14). Тогда соот-
ветствующая механическая система имеет интеграл

I(q, q̇) = Lq̇q
′, (12.16)
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где q′ = Q(q).
Доказательство: Ввиду условия инвариантности (12.14) действие S инва-
риантно относительно преобразований gτ:

S =
t2∫

t1

L(q, q̇) dt =
t2∫

t1

L(gτq, g
′
τ(q)q̇) dt. (12.17)

Левая часть от τ не зависит. Поэтому производная от правой части по τ

равна нулю.
Введем вариацию δq, соответствующую деформации gτ : q 7→ gτq

δq = δq(t) =
d

dτ

∣∣∣
τ=0

gτq(t). (12.18)

Дифференцируя это равенство по t и меняя местами производные по t и по
τ, получим

δq̇(t) =
∂

∂t

∂

∂τ

∣∣∣
τ=0

gτq(t) =
∂

∂τ

∣∣∣
τ=0

g′τ(q(t))q̇. (12.19)

Теперь варьирование равенства (12.17) (то есть дифференцирование по па-
раметру деформации τ при τ = 0) с учетом соотношений (12.18) и (12.19)
дает равенство

t2∫
t1

(Lq(q, q̇)δq + Lq̇(q, q̇)δq̇) dt = 0. (12.20)

Пользуясь основной формулой вариационного исчисления δq̇ = (δq)· и
интегрируя по частям (см. формулы (10.9)), преобразуем (12.20) к виду

t2∫
t1

(Lq −
d

dt
Lq̇) δq dt + Lq̇ δq

∣∣∣t2
t1

= 0. (12.21)

Согласно уравнению Лагранжа, интегральное слагаемое исчезает, и мы
получаем

Lq̇ δq
∣∣∣
t1

= Lq̇ δq
∣∣∣
t2

. (12.22)

Поскольку это верно для любых t1, t2, функция Lq̇ δq = Lq̇ q′ есть инте-
грал. Теорема доказана.
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Конечно, можно провести доказательство непосредственно, подстав-
ляя выражение (12.16) в уравнение Лагранжа. Но я ненавижу такие до-
казательства, которые скрывают путь, которым можно прийти к резуль-
тату. Проведенное доказательство показывает, что условие инвариантно-
сти лагранжиана расширяет класс допустимых деформаций по сравнению
с принципом Гамильтона, что и приводит к закону сохранения.

Замечу, что изложенная теорема в действительности является частным
случаем значительно более общих и глубоких результатов Э. Нетер (см.
книгу П. Олвера [33]).

Теперь рассмотрим приложения теоремы Нетер. Мы увидим, что основ-
ные законы сохранения имеют своей причиной свойства симметрии про-
странства. Замечу, что закон сохранения энергии был выведен выше в слу-
чае лагранжиана L(q, q̇), не зависящего от времени. А это означает, что
он является следствием однородности времени — инвариантности законов
природы относительно сдвигов времени. Этот закон не следует непосред-
ственно из доказанной нами теоремы, но может быть получен из более об-
щих результатов Э. Нетер.

Трансляционная инвариантность и интеграл импульса

Рассмотрим натуральную механическую систему с лагранжианом

L =
1
2

(Mẋ, ẋ)− V (x) (12.23)

и уравнениями движения

Mẍ = −grad V (x). (12.24)

Здесь x — вектор-функция со значениями в H . Каждый вектор a ∈ H
определяет преобразование сдвига (трансляции) Ta : H → H , Ta : x 7→
x + a. Предположим, что потенциальная энергия V (x) инвариантна от-
носительно сдвигов вдоль некоторого направления (заданного вектором a).
Это означает, что для любого s ∈ R и любого x ∈ H выполнено равенство
V (Tsax) = V (x) или V (x + sa) = V (x).

Преобразование Tsa действует на векторы скорости тривиально, как
тождественное:

d

dt
[x(t) + sa] = ẋ(t). (12.25)

Поэтому лагранжиан (12.23) инвариантен относительно преобразова-
ний Tsa. Имеем

Lẋ = Mẋ, x′ =
d

ds

∣∣∣
s=0

(x + sa) = a. (12.26)
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Согласно теореме Нетер, заключаем, что уравнение (12.24), при усло-
вии инвариантности потенциальной энергии V (x) относительно сдвигов
вдоль направления вектора a, имеет интеграл

I(x, ẋ) = (Mẋ, a). (12.27)

Вектор Mẋ есть импульс (количество движения), а интеграл I лишь
несущественным множителем |a| отличается от проекции импульса на на-
правление вектора a. Важный частный случай уравнения (12.24) — система
n материальных точек в R3. В этом случае конфигурационное пространство
H = R3n, а оператор M задается диагональной матрицей

M =



m1

m1

m1

m2 0
m2

m2

0 . . .
mn

mn

mn



(12.28)

Здесь масса j-й частицы mj повторяется трижды на главной диагонали
этой матрицы, потому что масса не зависит от направления движения (это
следствие изотропности пространства).

Предположим, что потенциальная энергия не меняется при любом сдви-
ге всей системы частиц в направлении вектора e ∈ R3. Не ограничи-
вая общности, можно считать, что e — единичный вектор: |e| = 1. Если
V = V (x1, . . . , xn), где xj ∈ R3 — положение j-й частицы, то это усло-
вие инвариантности запишется в виде

V (x1 + se, . . . , xn + se) = V (x1, . . . , xn). (12.29)

Импульс системы частиц в R3 имеет вид

IM =
n∑

j=1

mj ẋ
j . (12.30)
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Из предыдущего видно, что условие (12.29) влечет существование инте-
грала  n∑

j=1

mj ẋ
j , e

 = (IM , e). (12.31)

Это — закон сохранения компоненты импульса I вдоль направле-
ния e. В случае, например, потенциальной энергии

V =
∑

1≤i<j≤n

wij(|xi − xj |)

условие инвариантности (12.29) выполнено, очевидно, при любом векторе
e. Таким образом, в этом случае имеет место закон сохранения вектора
импульса.

Примечательно и практически очень важно, что форма интегралов им-
пульса не зависит от потенциальной энергии. Поэтому законом сохране-
ния импульса можно пользоваться, не зная явно законов взаимодействия
частиц, будучи лишь уверенными в трансляционной инвариантности потен-
циальной энергии.

В условиях, когда сохраняется вектор импульса, центр масс системы
двигается с постоянной скоростью, по инерции. Напомню, что положение
центра масс, согласно определению, есть

xc =

n∑
j=1

mjx
j

n∑
j=1

mj

. (12.32)

Прежде, чем перейти к выводу закона сохранения момента импульса,
рассмотрим некоторые общие результаты об изометриях банаховых и гиль-
бертовых пространств.

Изометрии и вращения банаховых и гильбертовых пространств

Оператор A : X → X , где X есть вещественное банахово простран-
ство, называется изометрическим оператором или изометрией, если
он сохраняет расстояния (Рис. 3) для любых точек x и y пространства X

‖Ax−Ay‖ = ‖x− y‖. (12.33)
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Рис. 3

Разумеется, это определение можно распространить и на метрические про-
странства.

Очевидно, оператор сдвига Ta : X → X : x 7→ x + a являет-
ся изометрией для любого a ∈ X . У этого оператора при любом a 6= 0
нет неподвижных точек. Изометрическое отображение, которое обратимо
и имеет неподвижную точку, называется вращением. Дальше будем счи-
тать, что эта неподвижная точка есть 0 (ноль) пространства X . Итак, опе-
ратор A будем называть вращением, если он удовлетворяет условию (12.33)
и A(0) = 0.

Справедлива замечательная теорема С. Мазура и С. Улама: всякое вра-
щение банахова пространства есть линейный оператор. Доказатель-
ство этой глубокой теоремы можно найти в книге С. Банаха [5], а также в
Приложении 2 в этом курсе лекций. В случае евклидова или гильбертова
пространства Вы, если постараетесь, сможете, я думаю, провести доказа-
тельство самостоятельно.

• С. Мазур и С. Улам — польские математики. Улам известен своей
замечательной фантазией — среди многих его результатов вспоми-
нается, например, идея записать ряд натуральных чисел по спирали
— тогда на диагонали вдруг возникают ряды простых чисел (как он
сам рассказывал, такую картинку он нарисовал на каком-то заседа-
нии, стараясь не заснуть). Ему также принадлежит идея термоядер-
ной бомбы.

Нам дальше будут нужны лишь изометрические операторы в евклидо-
вом или в гильбертовом вещественном пространстве H . Пусть оператор
U : H → H является вращением (чаще такие операторы называются
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ортогональными или, особенно в случае комплексного гильбертова про-
странства H , унитарными). Условие изометричности (12.33) можно за-
писать в виде

(Ux, Ux) = (x, x). (12.34)

Мы учли, что U — линейный оператор, и заменили x−y в (12.33) на x. Это
равенство можно также записать в виде

((U∗U − I)x, x) = 0. (12.35)

оператор U∗U−I (U∗ — сопряженный оператор) самосопряжен и порож-
дает нулевую квадратичную форму. Поэтому

U∗U = I. (12.36)

В конечномерном случае отсюда следует, что ортогональный оператор об-
ратим. Действительно det I = 1, det(U∗U) = detU∗ det U = (det U)2.
Поэтому согласно (12.36), det U = ±1, так что U — обратимый оператор.

Мы видим также, что ортогональные операторы бывают двух типов. Те,
для которых det U = 1, называются собственными вращениями, а те,
для которых det U = −1, — несобственными вращениями.

Всевозможные вращения пространства Rn — собственные и несоб-
ственные — образуют ортогональную группу O(n). Собственные вращения
также образуют группу (проверьте!) SO(n). Это подгруппа группы O(n),
хотя ее часто нужно бывает рассматривать как самостоятельный объект.
Несобственные вращения, конечно, группы не образуют (почему?).

В бесконечномерном гильбертовом пространстве всевозможные вра-
щения не образуют группы — существуют необратимые вращения. Рас-
смотрим, например оператор U : `2 → `2, действующий на произвольный
вектор x = (ξ1, ξ2, . . .) ∈ `2 по правилу

Ux = (0, ξ1, ξ2, . . .). (12.37)

такой оператор называется оператором правого сдвига. Он, очевидно, необ-
ратим: уравнение Ux = y для y = (η1, η2, . . .) ∈ `2 имеет решение толь-
ко в случае, когда η1 = 0 (это условие, конечно, необходимо и достаточно).
Мы видим, что существование необратимых вращений связано с существо-
ванием у гильбертова пространства изометричных ему собственных (то
есть не совпадающих со всем пространством) подпространств. Разумеет-
ся, можно и очень интересно рассматривать группу вращений гильбертова
пространства, которая состоит из тех и только тех вращений, которые об-
ратимы.



Законы сохранения в механике 93

Замечу, что изометрии банаховых пространств также очень интересны и
соответствующие группы изометрий и группы вращений довольно разнооб-
разны. Видимо, можно сказать, что в случае евклидовых пространств груп-
пы вращений наиболее богаты. А вот среди банаховых пространств есть та-
кие, у которых имеется лишь конечное число вращений. Встречаются даже
случаи, когда группа вращений состоит из одного тождественного операто-
ра.

Вращение и кососимметричные операторы. Предположим, что за-
данное однопараметрическое семейство U(s) : H → H вращений образу-
ет группу. Дифференцируя равенство (12.36) по s, получаем

U∗′(s)U(s) + U∗(s)U ′(s) = 0, (12.38)

а затем полагая s = 0, для A = U ′(0) выводим равенство

A∗ + A = 0. (12.39)

Мы учли, что U(0) = I и U∗(0) = I . Таким образом, генератор A = U ′(0)
однопараметрической группы вращений есть кососимметрический опера-
тор. Это означает (2.10), что группа операторов U(s) есть эволюционный
оператор уравнения

x′ = Ax (12.40)

с кососимметрическим оператором A.
Обратное тоже верно. Рассмотрим уравнение (12.40) в H , и пусть опе-

ратор A кососимметричен: A∗ = −A. Тогда эволюционный оператор этого
уравнения U(s) для любого s ∈ R есть вращение. Действительно, пусть
x(s) — любое решение уравнения (12.40). Умножая это уравнение на x(s),
получим

1
2

d

ds
(x(s), x(s)) = (Ax(s), x(s)) = 0. (12.41)

Второе равенство следует из кососимметричности:

(Ax, x) = (x,A∗x) = −(x,Ax),

так что (Ax, x) = 0 для всех x, если A — кососимметрический оператор.
Из (12.41) следует равенство

(U(s)a, U(s)a) = (a, a), (12.42)

где a = x(0). Поскольку a — произвольный элемент пространства H , от-
сюда следует, что U(s) есть вращение. Даже в случае бесконечномерного
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пространства H нетрудно доказать, что U(s) — обратимый оператор для
любого s, лишь бы оператор A был ограничен.

Интересно отметить, что эволюционный оператор U(s) неавтономного
уравнения

x′ = A(s)x (12.43)

с кососимметрическим операторным коэффициентом (A∗(s) = −A(s) для
всех s) тоже является вращением. Доказательство, данное выше для авто-
номного случая, полностью сохраняется.

Размерность линейного пространства кососимметрических операторов

в Rn (кососимметричных n×n матриц) есть, очевидно,
n(n− 1)

2
. Эта раз-

мерность совпадает с n только при n = 3.
В пространстве R3 кососимметрический линейный оператор действу-

ет как векторное умножение на постоянный вектор. Действительно, в этом
случае для векторного произведения ω ∧ x имеем

ω ∧ x =

∣∣∣∣∣∣
i j k

ω1 ω2 ω3

x1 x2 x3

∣∣∣∣∣∣ (12.44)

= (ω2x3 − ω3x2)i + (ω3x1 − ω1x3)j + (ω1x2 − ω2x1)k

для любых x = (x1, x2, x3) и ω = (ω1, ω2, ω3). С другой стороны, если

A =

 0 α β

−α 0 γ

−β −γ 0

 ,

то

Ax =

 αx2 + βx3

−αx1 + γx3

−βx1 − γx2

 .

Чтобы выражения Ax и ω ∧ x совпадали, нужно положить α = −ω3,
β = ω2, γ = −ω1. Таким образом, векторному произведению (12.44) соот-
ветствует кососимметрическая матрица

A =

 0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 . (12.45)
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Интеграл момента количества движения

Интегралы момента количества движения возникают, когда лагранжиан
L инвариантен относительно некоторой однопараметрической подгруппы
группы вращений пространства H . Такая подгруппа состоит из операторов
вида esA, где ее генератор A есть кососимметрический оператор. Условие
инвариантности имеет вид

L(esAx, esAẋ) = L(x, ẋ). (12.46)

Согласно теореме Э. Нетер, из условия (12.46) следует, что система имеет
интеграл

MA = (Lẋ, Ax) (12.47)

для всех x, ẋ ∈ H , s ∈ R. Мы учли, что
d

ds

∣∣∣∣
s=0

esA = A.

Рассмотрим механическую систему, у которой конфигурационное про-
странство есть евклидово пространство H , а лагранжиан L = L(x, ẋ) не
зависит от времени. Важнейшим примером служит натуральная механиче-
ская система. Ее уравнение движения дается обобщенным вторым законом
Ньютона

Mẍ = − gradV (x), (12.48)

а лагранжиан определяется равенством

L(x, ẋ) =
1
2
(Mẋ, ẋ)− V (x). (12.49)

В случае натуральной системы интегралы типа момента количества дви-
жения чаще всего получаются, когда потенциальная энергия инвариантна
относительно той или иной (тех или иных) подгруппы (подгрупп) группы
вращений, то есть, когда выполняется условие

V (esAx) = V (x). (12.50)

Для инвариантности лагранжиана (12.49) нужно дополнительно потребо-
вать, чтобы и кинетическая энергия была инвариантна, то есть, чтобы вы-
полнялось равенство

(MesAẋ, esAẋ) = (Mẋ, ẋ) (12.51)

для любых ẋ ∈ H , s ∈ R. Учитывая, что (esA)∗ = esA∗
= e−sA, это

равенство можно записать в виде

(e−sAMesAẋ, ẋ) = (Mẋ, ẋ). (12.52)
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Слева и справа стоят квадратичные формы, записанные в стандартном ви-
де, с самосопряженными операторами M и e−sAMesA, поэтому из (12.52)
следует операторное равенство

e−sAMesA = M. (12.53)

Это условие зачастую довольно сложно проверить. Ему, однако, можно
придать более простую форму. Дифференцируя равенство (12.53) по s, по-
лучим

−Ae−sAMesA + e−sAMesAA = 0. (12.54)

Если учесть (12.53), то это равенство принимает вид

−AM + MA = 0. (12.55)

Таким образом, из (12.53) следует, что операторы A и M коммутируют:
MA = AM . Верно и обратное: если выполняется (12.55), то выполнено
и условие (12.53). Действительно, вводя обозначение N(s) = e−sAMesA,
для оператор-функции N(s) получаем дифференциальное уравнение

dN

ds
= −AN + NA. (12.56)

Согласно определению N(s) имеем также начальное условие

N

∣∣∣∣
s=0

= M. (12.57)

Задача Коши (12.56), (12.57) для операторного уравнения (12.56) одно-
значно разрешима при любом линейном операторе M . Это доказывается
точно так же, как для обычных векторных уравнений, более того, уравне-
ние (12.56) есть частный случай векторного дифференциального уравне-
ния. Но одно решение данной задачи Коши очевидно: N(s) = M для всех
s ∈ R. Это и означает, что равенство (12.53) является следствием равен-
ства (12.55).

Итак, мы установили, что при инвариантности потенциальной энер-
гии (12.50) дополнительное условие (12.55) обеспечивает инвари-
антность лагранжиана (12.49) относительно группы вращений esA,
где A — кососимметрический оператор.

Из теоремы Нетер теперь следует, что при выполнении условий (12.50) и
(12.55) уравнение обобщенного второго закона Ньютона (12.48) допускает
интеграл момента

MA = (Mẋ,Ax). (12.58)
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Это, конечно, частный случай интеграла (12.47).
Для механики и физики очень важен класс систем типа (12.48), возни-

кающий при рассмотрении систем n частиц, двигающихся в R3 (или R2)
при наличии парного взаимодействия между ними. Для такой системы по-
тенциальная энергия имеет вид

V (x) =
∑

1≤i<j≤n

wij(|xi − xj |). (12.59)

Оператор масс M действует в пространстве R3n (или R2n) и задается, как
мы уже видели, диагональной матрицей (12.28).

Как было уже отмечено раньше, в случае потенциальной энергии (12.59)

сохраняется вектор импульса (см. (12.30)) IM =
n∑

j=1
mj ẋ

j . Теперь мы по-

кажем, что сохраняется также вектор момента импульса.
Группа Uτ : R3 → R3 вращений (U∗

τ Uτ = I) трехмерного простран-
ства (конфигурационного пространства одной частицы) порождает группу
вращений Ûτ : R3n → R3n конфигурационного пространства системы n
частиц согласно равенству

Ûτξ = (Uτξ
1, . . . , Uτξ

n) (12.60)

для любого ξ = (ξ
1, . . . , ξ

n), где ξ
j = (ξ

j
1, ξ

j
2, ξ

j
3) ∈ R3 — положение j-

той частицы. Это, конечно означает, что преобразование Uτ поворачивает
всю систему частиц как целое, не меняя их взаимного расположения. По-
тенциальная энергия (12.59) инвариантна относительно любого вращения
Uτ:

V (Ûτx) =
∑

1≤i<j≤n

wij(|Uτx
i−Uτx

j |) =
∑

1≤i<j≤n

wij(|xi−xj |) = V (x),

(12.61)
так как Uτ — линейный оператор, сохраняющий расстояния. Кинетическая
энергия имеет вид

T =
1
2

n∑
j=1

mj ẋ
j 2 (12.62)

и также, очевидно, сохраняется при вращении Uτ, более того, сохраняется
каждое слагаемое в (12.62). Поскольку Uτ — линейный оператор, его про-
изводная совпадает с ним самим, а значит ẋj перейдет при вращении Uτ в
Uτẋ

j . При этом |Uτẋ
j | = |ẋj |— опять-таки по свойству изометричности.
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Генератор Â группы Ûτ выражается через генератор A группы Uτ:

Âξ = (Aξ
1, . . . , Aξ

n). (12.63)

Заметим, что оператору Â соответствует блочно-диагональная матрица,
каждый блок есть матрица A. Интеграл (12.58) принимает вид

MA = (Mẋ, Âx) =
n∑

j=1

(mj ẋ
j , Axj). (12.64)

Но мы уже видели, что всякий кососимметрический оператор A в R3 реа-
лизуется как векторное умножение, так что Aξ = ω∧ξ, где ω — известный
постоянный вектор (точнее, псевдовектор), ξ ∈ R3. Подстановка в (12.64)
дает равенство

MA =
n∑

j=1

(mj ẋ
j , ω ∧ xj). (12.65)

Пользуясь тем, что смешанное произведение трех векторов не меняется при
циклической перестановке, запишем последнее равенство в виде

MA =
n∑

j=1

(ω, xj ∧mj ẋ
j) =

ω,
n∑

j=1

xj ∧mj ẋ
j

 . (12.66)

Поскольку ω здесь произвольный вектор, получается, что имеется целых
три интеграла (положим, например, в (12.66) ω = e1, ω = e2 и ω = e3,
где e1, e2, e3 — координатные орты в R3). Иными словами, для уравне-
ния (12.48) с потенциальной энергией (12.59) и кинетической энер-
гией (12.62) выполнен закон сохранения вектора момента количе-
ства движения M, определяемого равенством

M =
n∑

j=1

xj ∧mj ẋ
j . (12.67)

Примечательное свойство интегралов количества движения и момента
количества движения состоит в том, что они не зависят от конкретного ви-
да потенциальной энергии и существуют всякий раз, когда потенциальная
энергия обладает должными свойствами инвариантности. В определенной
мере поэтому предсказания, которые мы делаем на основе законов сохра-
нения количества движения и момента количества движения, наиболее на-
дежны. В частности, закон сохранения момента играет значительную роль в
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космогонии — теории происхождения солнечной системы. Из-за большой
удаленности планет от солнца момент количества движения солнечной си-
стемы огромен, и всякая космогоническая гипотеза должна этот факт объ-
яснить. Многие космогонические гипотезы, и самая первая из них — ги-
потеза Лапласа, не справились с этой задачей, а потому были отвегнуты.
По Лапласу, солнечная система произошла от некой быстро вращающейся
жидкой массы, от экватора которой из-за центробежных сил отрывались
огромные «капли», которые, застывая, превратились потом в планеты. Но
ввиду закона сохранения момента, эта жидкая масса должна была бы вра-
щаться с совершенно невероятной угловой скоростью, так что вступили бы
в силу запреты теории относительности.

Другим важным свойством интегралов количества движения, момента
количества движения, а также энергии, является их аддитивность. Все
они получаются суммированием соответствующих величин для отдельных
частиц. У механической системы нет других аддитивных интегралов. За-
мечу также, что в условиях общего положения, то есть для подавляющего
большинства всех мыслимых механических систем вообще нет других ин-
тегралов.

13. Принцип Гамильтона для систем со связями

Во многих важных для механики случаях допустимые положения систе-
мы не могут быть произвольными точками данного многообразия, скажем,
пространства Rn, а обязаны удовлетворять тем или иным соотношениям,
которые называются связями.

Пусть, например, положение системы определяется как точка x ∈ Rn,
удовлетворяющая уравнению

Φ(x) = 0, (13.1)

где Φ — заданная функция. Скажем тогда, что система подчинена голо-
номной связи (13.1). Встречаются и случаи, когда связь зависит от време-
ни и имеет вид

Φ(x, t) = 0. (13.2)

Связи, зависящие от времени, называются реономными (текущими). Связь
вида (13.1), от времени не зависящая, называется склерономной (жесткой)
или стационарной.

Уравнение (13.1) означает, что точка x(t) пространства Rn, изобража-
ющая положение данной системы в момент t, остается все время на ги-
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перповерхности, определяемой уравнением (13.1), в случае n = 3 — это
просто поверхность. Когда связь реономна и имеет вид (13.2), движение
происходит по гиперповерхности, изменяющейся по заданному закону со
временем.

Нередко встречаются и более сложные связи вида

Φ(x, ẋ, t) = 0, (13.3)

зависящие от скорости ẋ. Такие связи называются неголономными. Впро-
чем, иногда уравнение вида (13.3) удается проинтегрировать по времени и
привести задачу к случаю голономной связи вида (13.1) или (13.2). Дальше
мы будем рассматривать лишь голономные связи, опуская иногда прилага-
тельное «голономная».

Что может заставить частицу, движущуюся, скажем, в пространстве R3,
оставаться все время на поверхности (13.1)? Очевидно, для этого нужно,
чтобы на неё действовала некоторая сила, развиваемая связью. Эта сила,
заранее неизвестная, называется реакцией связи.

Связь (13.1) называется идеальной, если её реакция направлена по
нормали к гиперповерхности (13.1). В случае, когда уравнение (13.1) ре-
гулярно, то есть grad Φ(x) 6= 0 всюду на поверхности Φ(x) = 0, реак-
цию идеальной связи (13.1) можно представить в виде:−λ grad Φ, где λ —
множитель Лагранжа; знак минус, конечно, не имеет серьезного значения и
поставлен ради будущих удобств.

Если на частицу, движущуюся в пространстве R3, наложена идеальная
связь вида (13.1), и кроме реакции связи, на нее не действуют иные силы,
то согласно 2-му закону Ньютона, уравнение движения можно записать в
виде

mẍ = −λ grad Φ(x). (13.4)

Здесь m — масса частицы, x(t) — положение частицы в момент t, λ(t) —
множитель Лагранжа, зависящий от времени t. Из-за присутствия новой
неизвестной функции λ(t) мы должны к векторному уравнению (13.4) до-
бавить уравнение связи (13.1). В результате получается своеобразная си-
стема уравнений, в которую входят 3 скалярных дифференциальных урав-
нения для компонент x1(t), x2(t), x3(t), а четвертое уравнение (13.1) не
содержит производных.

Наличие в системе (13.4), (13.1) уравнения связи заметно осложняет
отыскание её решений. Иногда удается избавиться от связи путем введе-
ния специальных координат на поверхности (13.1). Например, если Φ(x) =
x2

1 + x2
2 − a2, то целесообразно ввести полярные координаты, полагая для
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точек данной поверхности

x1 = a cos θ, x2 = a sin θ. (13.5)

Тогда уравнение связи (13.1) будет удовлетворено тождественно, и мы смо-
жем составить уравнение Лагранжа 2-го рода, в котором вместо неизвест-
ных x1, x2, будет фигурировать одна переменная θ. Обычно так и посту-
пают, когда это возможно. Но далеко не всегда удается ввести подходя-
щую криволинейную систему координат с тем, чтобы исключить уравне-
ние связи. Собственно говоря, список таких удобных координат известен
и не слишком длинен — наряду с полярными, это сферические, гипербо-
лические, эллиптические, биполярные и немногие другие координаты. Бо-
лее того, даже когда нужные криволинейные координаты известны, не все-
гда разумно их использовать. Например, уже в случае полярных коорди-
нат появляются синусы и косинусы, которые являются трансцендентными
функциями. Они, конечно, хороши для аналитических выкладок, но могут
существенно увеличить время вычисления на компьютере. По моему зада-
нию одна студентка на простейшем примере кругового маятника провери-
ла, как влияет на процесс вычисления использование тригонометрических
функций. Оказалось, что время вычисления может вырасти на порядок (в
3–5–10 раз) по сравнению с иным методом, требующим лишь вычисления
рациональных функций.

Вывод состоит в том, что нельзя избежать исследования систем со свя-
зями. Ситуация, понятно, еще осложняется, когда на систему наложено
много связей, а то и бесконечно много. Как раз такой случай возникает при
исследовании несжимаемой жидкости или гибкой нерастяжимой нити.

В случае неидеальной связи на частицу в ходе её движения действует
и некоторая продольная, касательная к гиперповерхности (13.1) сила, ска-
жем, сила трения. Строго говоря, силы трения уже и не относятся к механи-
ке, они имеют немеханическое происхождение. Впрочем, в курсах механи-
ки (если они написаны не физиками-теоретиками или примкнувшими к ним
математиками) обычно имеется раздел, посвященный трению. Силы тре-
ния в природе чрезвычайно разнообразны и ещё недостаточно изучены. В
курсах механики рассматриваются лишь самые простые виды трения. Ис-
ключением является курс механики И. И. Воровича [8], который опубли-
кован уже после кончины (в 2001 г.) его автора. В этом курсе дан обшир-
ный обзор современных представлений и экспериментальных результатов
по силам трения соприкасающихся твердых тел. Теория внутреннего тре-
ния в жидких телах строится в гидродинамике, а для твердых тел — в тео-
рии вязкоупругости. Более общий взгляд на процессы трения в сплошных
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средах развивает сравнительно новая (возникшая в середине XX века) на-
ука реология.

Дальше будем рассматривать идеальные голономные и, ради краткости,
стационарные связи вида (13.1). Вполне возможно, что рассматриваемая
система подчинена целому набору связей:

Φ1(x) = 0, . . . , Φr(x) = 0. (13.6)

Все эти связи будем считать идеальными. Каждая связь Φj(x) = 0 разви-
вает реакцию вида: −λj grad Φj(x). В итоге обобщенное уравнение 2-го
закона Ньютона (когда на систему не действуют никакие другие силы, кро-
ме реакции связи) примет вид

Mẍ = −
r∑

j=1

λj grad Φj(x), (13.7)

где M — оператор масс. Наряду с x(t), множители Лагранжа λj также
неизвестны и должны быть определены совместно с x(t) из системы (13.6),
(13.7).

Исключение связей

Будем считать, что положение системы есть точка q ∈ Rn, удовлетво-
ряющая r (скалярным) голономным, стационарным, идеальным связям

Φ1(q) = 0, . . . , Φr(q) = 0. (13.8)

Конфигурационное пространство X данной системы есть подмногообразие
в Rn, определяемое уравнениями (13.8). Конечно, нужно наложить на за-
данные функции Φ1, . . . ,Φr некоторые ограничения. Будем считать их до-
статочно гладкими (по крайней мере, класса C2), и предположим, что урав-
нения (13.8) совместны (так что данное подмногообразие не пусто), а функ-
ции Φ1, . . . ,Φr в каждой точке q ∈ X независимы. Последнее условие

обеспечивается требованием, чтобы матрица Якоби

(
∂Φi

∂qj

)
i=1,...,r
j=1,...,n

в каж-

дой точке q ∈ X имела максимальный ранг, равный r. Обычно это условие
записывается в виде требования, чтобы один из миноров r-го порядка был
отличен от нуля, например,

det

(
∂Φi(q)

∂qj

)r

i,j=1

6= 0, q ∈ X. (13.9)
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Не нужно, однако, торопиться выписывать определители. Зачастую невы-
рожденность, обратимость матрицы лучше устанавливать непосредствен-
но. А в случае, когда связей бесконечно много, и вовсе определители, как
правило, теряют смысл (хотя и не всегда!).

Если условие (13.9) выполнено, то мы можем применить теорему о неяв-
ной функции и установить, что в некоторой окрестности каждой точки q0 ∈
X можно ввести новые координаты q̄1, q̄2, . . . , q̄n, так что они взаимно од-
нозначно выражаются через прежние:

q̄j = Q̄j(q1, . . . , qn), j = 1, . . . , n. (13.10)

Здесь Q̄j — гладкие функции. При этом часть многообразия X в окрест-
ности точки q0 определяется r уравнениями

q̄n−r+1 = 0, q̄n−r+2 = 0, . . . , q̄n = 0. (13.11)

Грубо говоря, можно просто положить

q̄n−r+1 = Φ1(q1, . . . , qn), . . . , q̄n = Φr(q1, . . . , qn). (13.12)

При этом, сдвигая начало координат, можно считать, что точке q0 соответ-
ствует точка q̄0 = 0.

Для точек на конфигурационном пространстве X мы будем иметь выра-
жения

q1 = Q1(q̄1, . . . , q̄n−r), . . . , qn = Qn(q̄1, . . . , q̄n−r). (13.13)

Теперь ясно, что положение системы полностью определяется заданием
точки q̄ = (q̄1, . . . , q̄n−r) в некоторой окрестности нуля пространства Rn−r.
Если лагранжиан системы L = L(q, q̇, t) задан, то его можно теперь вы-
разить через переменные q̄1, . . . , q̄n−r, ˙̄q1, . . . , ˙̄qn−r. Таким образом, мы
избавляемся от связей и можем теперь описывать движение системы обыч-
ными уравнениями Лагранжа 2-го рода. К сожалению, это верно до тех пор,
пока система не выйдет из координатной окрестности точки q0. Если же это
произойдет, то придется вводить новую систему координат в окрестности
иной точки, скажем, q1 ∈ X . Лишь в редких случаях удается определить
глобально, на всем пространстве X , такие координаты, что уравнения свя-
зей выполняются тождественно. Поэтому в общей теории мы вынуждены
рассматривать локальные системы координат и переходить от одной ло-
кальной системы координат к другой, опять-таки локальной системе коор-
динат.
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Конечно, такой общий метод при решении конкретных задач больше
подходит для компьютера, чем для человека. Вместе с тем, должен заме-
тить, что на сегодня соответствующие вычислительные процедуры очень
слабо развиты. Создание алгоритмов и программ для решения уравнений
со связями остается одной из весьма актуальных проблем вычислительной
математики и математической физики.

Так или иначе, исследование и общих, и конкретных систем со связя-
ми можно и следует проводить сначала (и настолько далеко, насколько это
возможно), не вводя координат и не исключая связей.

Принцип Гамильтона для систем со связями

Рассмотрим механическую систему, заданную лагранжианом
L = L(q, q̇, t), где q ∈ D ⊂ Rn, q̇ ∈ Rn, и подчиненную идеальным
голономным связям

Φ1(q, t) = 0, . . . , Φr(q, t) = 0. (13.14)

Здесь мы разрешаем функциям Φj зависеть от времени. Для произвольных
моментов времени t1 < t2 определим, как и раньше, действие S, полагая

S =
t2∫

t1

L(q, q̇, t)dt. (13.15)

Принцип Гамильтона по-прежнему записывается в виде

δS = 0, (13.16)

однако на деформации и вариации необходимо наложить дополнительные
условия согласованности со связями. Объясню это подробнее.

Пусть q(t) — истинное движение системы. Определим его деформацию
q̃ = q̃(t, ε), сохраняя прежние условия и добавляя к ним лишь требование
совместности со связями (13.14):

Φ1(q̃(t, ε), t) = 0, . . . , Φr(q̃(t, ε), t) = 0 (13.17)

для всех t и малых ε. Напомню прежние требования к деформации q̃(t, ε).
Это должна быть гладкая вектор-функция от времени t (скажем, на некото-
ром интервале, содержащем (t1, t2)) и от ε в некоторой окрестности точки
ε = 0 в R. При ε = 0 должно получаться истинное движение: q̃(t, 0) =
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q(t). Как обычно, в принципе Гамильтона начальное и конечное положения
системы должны сохраняться:

q̃(t1, ε) = q(t1), q̃(t2, ε) = q(t2) (13.18)

для всех малых ε. Варьирование, вычисление вариации по-прежнему озна-
чает применение операции

δ =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

(13.19)

Равенство (13.16), так же, как и раньше, приводит к соотношению

δS =
t1∫

t2

(
Lq −

d

dt
Lq̇

)
· δq dt = 0. (13.20)

Теперь, однако, оно выполняется не для всех вариаций δq, удовлетворяю-
щих условиям δq

∣∣
t=t1

= 0, δq
∣∣
t=t2

= 0, а лишь для вариаций δq, удовле-
творяющих дополнительным условиям, получаемым варьированием связей
(13.14). Дифференцируя равенства (13.17) по ε при ε = 0, получаем эти
условия в виде

grad Φj(q, t) · δq = 0, j = 1, . . . , r. (13.21)

Поскольку t1 и t2 произвольны, из (13.20) следует равенство(
Lq −

d

dt
Lq̇

)
· δq = 0 (13.22)

в каждый момент времени t. Равенства (13.21) говорят нам, что вариация
δq ортогональна к подпространству Y , порождаемому векторами grad Φj ,

j = 1, . . . , r, а равенство (13.22) означает, что Lq −
d

dt
Lq̇ ортогонально

к δq, а значит, лежит в подпространстве Y . Поскольку векторы grad Φj

образуют базис в Y , имеем

d

dt
Lq̇ − Lq = −

r∑
j=1

λj grad Φj . (13.23)

Здесь скалярные функции λj(t), называемые множителями Лагранжа, суть
коэффициенты в разложении по базису левой части уравнения (13.23). Мы
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получили уравнение движения в форме уравнений Лагранжа 1-го рода. Их
нужно решать совместно с уравнениями связей (13.14).

Задача Коши для уравнений Лагранжа 1-го рода состоит в том, чтобы
найти решение системы (13.14), (13.23) с начальными условиями

q
∣∣
t=t0

= q0, q̇
∣∣
t=t0

= q̇0. (13.24)

Здесь следует иметь в виду, что начальная скорость q̇0 должна быть под-
чинена условиям, налагаемым связями (13.14). Эти условия мы получим,
подставляя q(t) в (13.14) и дифференцируя по t при t = t0. Они имеют вид

∂Φj(q0, t0)
∂t

+∇Φj(q0, t0) · q̇0 = 0. (13.25)

В частном случае натуральной системы с нулевой потенциальной энер-
гией и кинетической энергией 1

2(Mẋ, ẋ) уравнения (13.23) совпадают с
уравнениями (13.7). Уравнения 2-го рода, которые мы рассматривали рань-
ше, получаются, когда нет связей. Сила принципа Гамильтона и вытекаю-
щих из него уравнений Лагранжа 2-го рода как раз в том и состоит, что
их форма инвариантна, не зависит, по существу, от выбора координат. На
практике, при переходе к новой системе координат, нужно лишь сделать
соответствующую замену переменных в лагранжиане.

Замечу еще, что нередко нам удается исключить лишь часть наложен-
ных на систему связей, так что может существовать много различных форм
уравнений Лагранжа 1-го рода для движений одной и той же системы.

В заключение сформулируем принцип Гамильтона для систем со связя-
ми.

Для механической системы с лагранжианом L = L(q, q̇, t), подчи-
ненной идеальным голономным связям (13.14), действие по Гамиль-
тону, определенное равенством (13.15), принимает экстремальное
(при малых t2 − t1 — минимальное) значение для истинного движе-
ния, по сравнению с виртуальными движениями, подчиненными свя-
зям (13.14) и сохраняющими начальное и конечное положения систе-
мы.

14. Принцип наименьшего действия Мопертюи
(Мопертюи–Эйлера–Лагранжа–Якоби)

Принцип Мопертюи, усовершенствованный Эйлером и Лагранжем и
представленный в наиболее удобной форме Якоби, исторически был пер-
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вым вариационным принципом механики. Как и принцип Гамильтона, он
относится к классу интегральных вариационных принципов. Как и в слу-
чае принципа Гамильтона, речь в нем следует скорее вести об экстремуме, а
минимум достигается лишь локально. Как и принцип Гамильтона, принцип
Мопертюи благополучно пережил революцию в физике начала XX века.
Пожалуй, он применяется реже, чем принцип Гамильтона. Вообще, скорее
принцип Гамильтона, а не принцип Мопертюи, как полагал его автор, явля-
ется всеобщим принципом физики. Оказалось, однако, что в теории отно-
сительности принцип Мопертюи, в отличие от принципа Гамильтона, спо-
собен описать движение фотонов — частиц нулевой массы покоя, движу-
щихся со скоростью света. Хочется все же нарушить традицию, о которой
писал Якоби (см. 10 с.), и попытаться дать ясное изложение этого прин-
ципа, который особенно тесно связывает классическую механику с диффе-
ренциальной геометрией и оптикой.

Здесь я ограничусь случаем натуральных механических систем. Будем
рассматривать такую систему как материальную точку, движущуюся в ев-
клидовом пространствеH = Rn; фактически последующие рассмотрения,
по крайней мере, на формальном уровне переносятся и на системы с беско-
нечным числом степеней свободы. Кинетическая энергия натуральной си-
стемы выражается в виде

T =
1
2
(Mẋ, ẋ). (14.1)

Здесь M — положительно определенный оператор, оператор инерции дан-
ной системы. Если вH = Rn зафиксировать естественный базис, то мож-
но отождествлять линейные операторы с их матрицами и считать, что M =
(mik)n

i,k=1. Тогда кинетическая энергия записывается в виде

T =
1
2

n∑
i,k=1

mikẋiẋk. (14.2)

Вообще говоря, оператор M мог бы зависеть от x, как и матричные эле-
менты mik. Нетрудно провести обобщение на случай M = M(x), mik =
mik(x). Я, однако, предоставлю это читателю.

Будем также считать заданной потенциальную энергию V (x). Тогда лаг-
ранжиан есть L = T − V , а H = T + V — полная энергия системы.
Поскольку в данном случае лагранжиан не зависит от времени, энергия H
есть интеграл. Кажется естественным поэтому написать, что L = 2T −H ,
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и ввести «укороченное действие» или действие по Мопертюи, полагая

A =
t2∫

t1

2Tdt. (14.3)

Множитель 2, понятно, не существенен, но удобно его сохранить. Нужно
еще уточнить выбор моментов времени t1 и t2, что будет сделано ниже.

Пусть заданы точки x1 и x2 конфигурационного пространства H. Нас
будут интересовать такие движения, то есть решения обобщенного уравне-
ния второго закона Ньютона

Mẍ = − grad V (x), (14.4)

которые начинаются в некоторый момент времени из положения x1 (с не
определенной заранее скоростью) и в некоторый момент времени (тоже за-
ранее не определенный) приводят систему в положение x2. Объектом ис-
следования являются однако, не движения сами по себе, а их траекто-
рии в конфигурационном пространстве H. Точнее говоря, это проек-
ции фазовых траекторий в H2 на конфигурационное пространство H. Мо-
жет быть, нелишне напомнить, что фазовая траектория в H2 есть “след
движущейся точки” (x(t), ẋ(t)) ∈ H2, а соответствующая траектория в
конфигурационном пространстве — след движущейся точки x(t) ∈ H.

Будем предполагать еще, что значение интеграла энергии h фиксирова-
но:

T + V = h (14.5)

Далее будем рассматривать гладкие кривые в конфигурационном про-
странстве H, соединяющие точки x1 и x2. Такая кривая есть отображение
x : [θ1, θ2] → H : θ 7→ x(θ). Параметр θ изменяется на отрезке [θ1, θ2],
и при этом x(θ1) = x1 и x(θ2) = x2.

Представим себе, что вдоль этой кривой происходит (виртуальное) дви-
жение, причем выполняется закон сохранения энергии (14.5). Кинетиче-
ская энергия виртуального движения принимает вид

T =
1
2
(Mẋ, ẋ) =

1
2
(Mx′, x′)θ̇

2. (14.6)

Из уравнений (14.5)–(14.6) выводим равенство

θ̇
2 =

2(h− V (x(θ)))
(Mx′, x′)

. (14.7)
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Рис. 4

В знаменателе стоит x′ = x′(θ(t)), штрих означает производную по θ.
Перед тем как извлекать квадратный корень, предположим, что пара-

метр θ в виртуальном движении монотонно возрастает, так что θ̇(t) > 0
для всех t. Тогда из (14.7) следует скалярное дифференциальное уравнение

θ̇ = Θ(θ), Θ(θ) =

√
2(h− V (x(θ)))
(Mx′(θ), x′(θ))

. (14.8)

Теперь перейдем в действии по Мопертюи (14.3) от интегрирования по
t к интегрированию по θ. Будем считать, что θ(t1) = θ1, а θ(t2) = θ2.
Заметим, что момент t1 можно выбирать произвольно, а момент t2 должен
быть определен из условия θ(t2) = θ2, или x(θ(t2)) = x2. В результате
интеграл (14.3) принимает вид

A =
θ2∫

θ1

√
2(h− V )(Mx′, x′)dθ. (14.9)

Подведем первые итоги. Равенство (14.9) определяет функционал, задан-
ный на кривых x : θ 7→ x(θ) в конфигурационном пространстве H. Каж-
дая такая кривая задана на сегменте [θ1, θ2]. Можно было бы даже фикси-
ровать этот отрезок и полагать, скажем, θ1 = 0, θ2 = 1. Функционал A на-
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зывается действием по Мопертюи в форме Якоби. При переходе от вы-
ражения (14.3) к выражению (14.9) мы еще предполагали, что параметр θ в
виртуальном движении изменяется со временем монотонно. Об этом пред-
положении пока можно забыть, как и о самих виртуальных движениях. Мы
о них еще вспомним, когда пойдет речь о восстановлении полной динамики
вH2 (решения уравнения (14.4)) по найденной траектории в конфигураци-
онном пространствеH.

Очевидно, для того чтобы выражение (14.9) имело смысл, на всей кри-
вой θ 7→ x(θ) должно быть выполнено неравенство h − V (x(θ)) ≥ 0.
Отсюда, в частности, следует, что в том случае, когда x1 — точка строгого,
хотя бы локального, минимума потенциальной энергии V (x) (в этом слу-
чае x1 — равновесие), должно быть выполнено условие h > V (x1). Если
h < V (x1), то не существует кривых, на которых должен быть определен
функционал A. Если же V (x1) = h, то виртуальное движение не сможет
выйти из точки x1. Аналогичное условие, конечно, должно выполняться и
для точки x2, когда x2 — равновесие: h > V (x2). Вообще же возникает
довольно тонкая проблема достижимости точки x2 из точки x1 при за-
данной энергии h. Обсуждение этой проблемы пока что отложим; замечу
лишь, что она тесно связана с теорией запаса устойчивости равновесия,
развитой А. Д. Мышкисом (см. книгу [4] и имеющиеся там ссылки, а также
статью [59]).

Теперь мы, наконец, готовы сформулировать принцип Мопертюи.

Принцип стационарного действия
Мопертюи–Эйлера–Лагранжа–Якоби

В конфигурационном пространстве H среди всех возможных
(виртуальных) траекторий с фиксированной энергией h, соединя-
ющих две точки x1 и x2 из H, истинная траектория доставляет
действию A экстремальное значение. Когда точки x1 и x2 доста-
точно близки, этот экстремум есть минимум.

Принцип есть принцип, и его, говоря формально, не нужно доказывать.
Убедимся, однако, в том, что он вполне согласуется с принципом Гамильто-
на и вытекающим из него уравнением Лагранжа (14.4).

Изменим обозначение вариации с δ на ∆, чтобы подчеркнуть, что на
сей раз деформация и вариация неизохронны — одним и тем же значе-
ниям параметра θ отвечают различные, вообще говоря, моменты времени
в виртуальных движениях. Впрочем, в данном принципе вообще нет речи о
времени. Определяется вариация ∆x как обычно. Сначала вводим дефор-
мацию x̃(θ, ε) истинной траектории x(θ), причем считаем выполненными
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условие x̃(θ, 0) = x(θ) для всех θ и граничные условия x̃(θ1, ε) = x1,
x̃(θ2, ε) = x2. Тогда ∆x(θ) есть, по определению,

∆x(θ) =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

x̃(θ, ε). (14.10)

Вычисляя вариацию A, получаем

∆A = −
θ2∫

θ1

(∇V,∆x)
Θ(θ)

dθ +
θ2∫

θ1

(Mx′,∆x′)Θdθ. (14.11)

Разумеется, в принципе Мопертюи неявно предполагается существова-
ние виртуальных траекторий с заданной энергией h, соединяющих точки x1

и x2. Интегрирование по частям во втором слагаемом приводит к равенству

∆A = −
θ2∫

θ1

(
1

Θ(θ)
∇V +

d

dθ
ΘM

dx

dθ
,∆x

)
dθ + (Mx′,∆x)Θ

∣∣∣∣θ2

θ1

.

(14.12)
Варьирование краевых условий x̃(θ1, ε) = x1, x̃(θ2, ε) = x2 дает равен-
ства ∆x(θ1) = 0, ∆x(θ2) = 0. Поэтому внеинтегральный член в (14.12)
исчезает. Согласно принципу Мопертюи, для истинной траектории ∆A = 0
и поэтому выполняется равенство

θ2∫
θ1

(
1

Θ(θ)
∇V +

d

dθ
ΘM

dx

dθ
,∆x

)
dθ = 0. (14.13)

Стандартное для вариационного исчисления рассуждение, которое мы уже
применяли при выводе уравнений Лагранжа из принципа Гамильтона, дает
теперь уравнение истинной траектории в виде

M
d

dθ
Θ

dx

dθ
+

1
Θ

grad V (x) = 0. (14.14)

Согласно терминологии вариационного исчисления, это уравнение называ-
ется уравнением Эйлера, отвечающим функционалу A. Пусть теперь x —
решение уравнения движения (14.4). Предположим, что x = x(θ), θ1 ≤
θ ≤ θ2 — отвечающая ему траектория в конфигурационном пространстве.
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Чтобы по известной траектории x(θ) восстановить движение x(t), доста-
точно знать закон движения θ = θ(t) вдоль траектории. Тогда x(t) опреде-
ляется равенством: x(t) = x(θ(t)). Если энергия h, отвечающая данному
движению x(t) задана, то θ(t) можно определить при помощи интеграла
энергии (14.5). Если предположить, что параметр θ при движении возрас-
тает, так что θ̇(t) > 0, то для определения θ получается дифференциаль-
ное уравнение (14.8). Если в дифференциальном уравнении (14.4) сделать
замену аргумента t на θ, положив x(t) = x(θ(t)), то для x(θ) получим
дифференциальное уравнение

ΘM
d

dθ
Θ

dx

dθ
+ grad V (x) = 0. (14.15)

Мы использовали здесь очевидное соотношение d
dt = Θ d

dθ
. Уравнение

(14.15) эквивалентно уравнению (14.14) при сделанном предположении,
что Θ(θ) > 0 при всех θ ∈ [θ1, θ1].

Принцип Мопертюи и геодезические на многообразии

Кинетическая энергия, а точнее, оператор масс M , как мы уже видели,
определяет новую евклидову метрику на пространстве H: скалярное про-
изведение (ξ, η)M = (Mξ, η). С точки зрения геометрии новое скалярное
произведение определяет новый элемент длины ds по формуле

ds2 = (Mdx, dx) = (dx, dx)M . (14.16)

В геометрии правая часть носит название первой дифференциальной фор-
мы. Форма (14.16) называется еще римановой метрикой, ее задание пре-
вращаетH в риманово многообразие.

С использованием формулы (14.16), действие (14.9) можно записать в
виде

A =
s2∫

s1

√
2(h− V )ds. (14.17)

Параметр s имеет смысл длины дуги траектории x = x(s). Конечно, эта
длина связывается с определением (14.16). Снова, как мы видим, геометрия
определяется распределением масс. Значения s1 и s2 задаются условиями
x(s1) = x1, x(s2) = x2.

Действие в общей форме (14.17) также приобретает смысл длины тра-
ектории, если ввести еще одну риманову метрику, полагая

dS2 = 2(h− V (x))ds2. (14.18)
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Правда, эта метрика может иметь особые точки.
Самый простой случай представится, когда V (x) = 0. Действие A при-

нимает тогда вид

A =
√

2h

s2∫
s1

ds (14.19)

и лишь несущественным множителем
√

2h отличается от длины тра-
ектории, соединяющей точки x1 и x2 и вычисленной в соответствии
с M-метрикой.

Требование, чтобы эта длина была минимальна, или хотя бы экстре-
мальна (стационарна), вытекающее из принципа Мопертюи ∆A = 0, при-
нимает форму

∆(s2 − s1) = 0. (14.20)

В геометрии это равенство служит определением геодезической (линии).
Это важный результат. Оказывается, классическая механика консерва-
тивных систем тождественна римановой дифференциальной гео-
метрии.

Замечу, что и в общем случае действие по Мопертюи имеет смысл длины
траектории, но вычисляемой согласно метрике (14.18).

Вернемся к исходному определению (14.3) действия по Мопертюи. В
рассматриваемом сейчас случае, когда V = 0, кинетическая энергия T
есть интеграл, так что T = h = const. Действие приобретает вид

A = 2h

t2∫
t1

dt = 2h(t2 − t1). (14.21)

Принцип Мопертюи теперь приводит к равенству

∆(t2 − t1) = 0. (14.22)

Это принцип Ферма: среди виртуальных траекторий, соединяющих
точки x1 и x2, так что x(t1) = x1, x(t2) = x2, истинная траек-
тория выделяется требованием, чтобы время достижения конеч-
ной точки было минимально.

Пьер Ферма (1601–1665) сформулировал его в оптике в более общем
случае неоднородной среды.

• П. Ферма — юрист и по совместительству великий математик, знал
интегрирование и дифференцирование до Ньютона и Лейбница, а де-
картовы координаты и уравнения прямых, плоскостей и поверхностей
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второго порядка — до Декарта. Он научился находить максимумы и
минимумы функций (помните теорему Ферма?). Весьма значительный
вклад внес Ферма в физику, а также в теорию чисел. Многие откры-
тые и доказанные им теоремы являются классическими. Знаменитая
великая теорема Ферма (до сих пор неизвестно, доказал ли ее он сам)
была предметом упорной и безрезультатной работы многих математи-
ков в течение трех столетий, пока ее, наконец, завершая усилия мно-
гих ученых, не доказал английский математик Эндрью Уайлс (1995).

Преломление света. Закон Снеллиуса

Хотя еще Птолемей в II в. н. э. сделал довольно точные измерения углов
падения и преломления луча света, проходящего через поверхность раздела
между водой и воздухом, закон преломления света был открыт лишь в XVII
веке Снеллиусом (1615) и носит его имя.

Голландский профессор Виллеброрд Снелл (1580–1626) не публиковал
своих работ. Их разыскал Рене Декарт и опубликовал в 1637 году. Декарт
предложил качественное и довольно туманное объяснение закона. Сейчас
мы увидим, что закон Снеллиуса следует из принципа Ферма, который его
впервые обосновал.

Предположим, что луч света выходит из точки A, преломляется в по-
верхности раздела двух сред и попадает в точку B, см. Рис. 5. Предполо-
жим, что в среде I скорость света есть v1, а v2 — скорость света в среде
II. Задача состоит в том, чтобы найти угол преломления β, если задан угол
падения α.

Применим принцип наименьшего времени Ферма. Если путь, пройден-
ный лучом от A до точки преломления O есть `1, а его путь от точки O до B
есть `2, то время t, за которое луч проходит весь путь от A до B, определя-
ется равенством

t =
`1

v1
+

`2

v2
. (14.23)

Примем границу раздела за ось x, а точку преломления за начало декар-
товых координат. Пусть координаты точки A суть (−a,−h), а точки B —
(b, k). Тогда справедливы соотношения:

a = `1 sin α, b = `2 sin β,
h = `1 cos α, k = `2 cos β.

(14.24)
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Точки A и B фиксированы, так что величины h и k заданы. Имеем равен-
ства:

`1 =
h

cos α
, `2 =

k

cos β
. (14.25)

С другой стороны, точка O не определена, как и величины a и b, лишь сумма
a + b известна заранее. Справедливо равенство

`1sin α + `2 sin β = a + b. (14.26)

Подстановка выражений (14.25) в это равенство дает соотношение

htg α + k tg β = a + b. (14.27)

Подстановка (14.25) в (14.23) дает выражение времени прохождения луча
через углы α и β:

t =
h

v1

1
cos α

+
k

v2

1
cos β

. (14.28)

Теперь нам нужно решить задачу об условном минимуме функции t = t(α, β)
с условием связи (14.27). Варьирование дает соотношение:

δt =
h

v1

sin α

cos2 α
δα +

k

v2

sin β

cos2 β
δβ. (14.29)

Варьирование уравнения связи (14.27) приводит к равенству

h

cos2 α
δα +

k

cos2 β
δβ = 0. (14.30)
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Согласно принципу Ферма, δt = 0. С учетом формул (14.29), (14.30) отсю-
да выводим

sin α

sin β
=

v1

v2
. (14.31)

Это и есть закон Снеллиуса с конкретизацией правой части; сам Снеллиус
нашел это соотношение экспериментально.

15. Применение принципа Гамильтона в механике
сплошной среды

Принцип Гамильтона применим и к системам с бесконечным числом сте-
пеней свободы, каковыми являются сплошные среды — жидкости, газы,
деформируемые твердые тела. Он также применим к различным физиче-
ским полям, например, к электромагнитному полю, в некотором формаль-
ном смысле это превращает электродинамику, а точнее — некоторую ее
существенную часть, в раздел механики. Замечу, что уже при рассмотрении
уравнения обобщенного второго закона Ньютона (11.18) размерность кон-
фигурационного пространства не играла сколько-нибудь серьезной роли,
наш вывод был по сути «безразмерным». Для физических теорий, однако,
характерно, что лагранжианы, потенциальная энергия, кинетическая энер-
гия, работа внешних сил и т. д. выражаются в виде интегралов по области,
занятой сплошной средой. Введенные ранее понятия производной функци-
онала и градиента функционала приобретают новые специфические черты,
возникает интересное и важное понятие функциональной производной,
которое ввел впервые Вито Вольтерра.

В этом разделе мы сначала в качестве примера выведем волновое урав-
нение из принципа Гамильтона. Уже в этом случае мы увидим дополни-
тельную выгоду использования принципа Гамильтона в механике и физике
сплошных сред: он не только приводит к уравнениям движения, но дает так-
же вывод некоторых краевых условий. Такие краевые условия называются
естественными. Обычно они возникают на разного рода свободных гра-
ницах — свободных от внешних воздействий. Затем мы рассмотрим неко-
торые обобщения вместе с понятием функциональной производной. Завер-
шается этот раздел рассмотрением конечномерных аппроксимаций беско-
нечномерных систем и важной роли принципа Гамильтона в построении та-
ких аппроксимаций.
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Волновое уравнение

Волновое уравнение является, пожалуй, наиболее непосредственным
обобщением уравнения второго закона Ньютона на сплошную среду. С фор-
мальной стороны оно даже является частным случаем этого уравнения в
гильбертовом пространстве. Самый существенный новый момент состоит
в появлении неограниченных операторов. Именно по этой причине в тео-
рии нелинейных волновых уравнений остается немало белых пятен. Здесь я
ограничу изложение формальным выводом.

Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение в частных про-
изводных

∂2u

∂t2
= c2∆u− γu3 + f(x, t), (15.1)

которое должно выполняться при x ∈ D, t ∈ R. Область D ⊂ Rm будем
считать ограниченной, а ее границу ∂D — гладкой. Здесь c — положитель-
ная постоянная, а γ — неотрицательная, при γ = 0 уравнение становится
линейным. Функция f(x, t) считается заданной и достаточно регулярной.

Предположим, что граница ∂D состоит из двух поверхностей S1 и S2,
причем на S1 поставлено краевое условие первого рода, а на S2 — условие
второго рода:

u

∣∣∣∣
S1

= 0,
∂u

∂n

∣∣∣∣
S2

= 0. (15.2)

Здесь выбран довольно частный случай уравнения и краевых условий, что-
бы на нем объяснить основные идеи. На самом деле, можно рассматривать
гораздо более общие волновые уравнения и граничные условия, в частно-
сти, условия третьего рода, притом неоднородные.

Как известно, чтобы определить эволюцию, для уравнения второго по-
рядка по времени нужно поставить пару начальных условий:

u

∣∣∣∣
t=0

= u0(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= v0(x). (15.3)

Назовем u(x, t) перемещением, а
∂u

∂t
— скоростью, хотя в приложениях

u(x, t) может иметь совсем другой физический смысл, в частности, элек-
тродинамический: например, напряженности электрического и магнитного
полей удовлетворяют волновому уравнению, обычно линейному, но, воз-
можно, и нелинейному.
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Руководствуясь аналогией с уравнением второго закона Ньютона, вве-
дем следующие функционалы, которые будем называть соответственно ки-
нетической и потенциальной энергиями:

T =
1
2

∫
D

(
∂u

∂t

)2

dx, (15.4)

V =
c2

2

∫
D

(∇u)2 dx +
γ

4

∫
D

u4 dx−
∫
D

fu dx. (15.5)

Первое слагаемое в (15.5) есть внутренняя потенциальная энергия среды.
Второе слагаемое описывает своего рода нелинейно-упругое взаимодей-
ствие данной сплошной среды с внешней средой, такого рода слагаемые
возникают, например, когда рассматривается упругое тело на упругом ос-
новании, γ — соответствующий коэффициент жесткости. Наконец, послед-
нее слагаемое в (15.5) есть потенциальная энергия, связанная с заданной
внешней силой f .

Лагранжиан L определим равенством L = T − V , а действие по Га-
мильтону S — равенством (t2 > t1, а в остальном t1 и t2 произвольны)

S =
t2∫

t1

L dt. (15.6)

В более подробной записи

S =
t2∫

t1

∫
D

[
1
2
u2

t −
c2

2
(∇u)2 − γ

4
u4 + fu

]
dx dt. (15.7)

Давно пора уточнить определения конфигурационного и фазового про-
странств данной системы. Вопрос этот не очень прост. Ясно, конечно, что
конфигурационное пространство должно состоять из функций, заданных в
области D с некоторыми условиями регулярности внутри области, а так-
же и при подходе к границе ∂D. Однако выяснение правильных ограни-
чений на дифференциальные свойства функций u(x, t) и в данном случае,
и вообще всякий раз, когда мы имеем дело с уравнениями в частных про-
изводных, — достаточно деликатное дело, и, во всяком случае, здесь нет
однозначного ответа.
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Для одного и того же уравнения в частных производных можно по-
разному выбирать конфигурационное и фазовое пространства. Первую ори-
ентировку в этом вопросе дают нам выражения (15.4) и (15.5) для кинети-
ческой и потенциальной энергий, а также выражение (15.7) для действия
S . Разумеется, нужно потребовать, чтобы все интегралы в этих выражени-
ях сходились. Кроме того, нужно подчинить функцию u, принадлежащую
конфигурационному пространству, по крайней мере, некоторым из крае-
вых условий. На первый взгляд кажется естественным потребовать, что-
бы функция u(x, t) имела все производные, входящие в дифференциальное
уравнение, то есть была C2-гладкой по x, t, а кроме того, удовлетворя-
ла краевым условиям (15.2) в классическом смысле. Оказывается, однако,
что такие классические решения начально-краевой задачи (15.1) – (15.3)
далеко не всегда существуют, и далеко не всегда для них можно доказать
единственность.

Будем пока считать, что конфигурационное пространство есть простран-

ство
◦

W
(1)
2 (D) С. Л. Соболева, состоящее из функций, имеющих первые

обобщенные производные
∂u

∂xi
, i = 1, . . . ,m, интегрируемые с квадратом,

то есть
∂u

∂xi
∈ L2(D). Кроме того, предполагается, что эти функции удо-

влетворяют первому из краевых условий (15.2):

u

∣∣∣∣
S1

= 0. (15.8)

Говоря точнее, пространство
◦

W
(1)
2 есть замыкание множества гладких (ес-

ли угодно, C∞-гладких) функций, определенных в области D и удовлетво-
ряющих условию (15.8) по норме, порождаемой скалярным произведением

(u1, u2) =
∫
D

∇u1(x) · ∇u2(x) dx. (15.9)

Если функция u ∈
◦

W
(1)
2 (D) непрерывна вплоть до границы, то она удо-

влетворяет условию (15.8) в обычном смысле. Вообще говоря, функции из
◦

W
(1)
2 (D) непрерывными не являются и краевое условие (15.8) удовлетво-

ряется лишь в некотором обобщенном смысле [40].
Функцию u(x, t) мы теперь представляем себе как вектор-функцию

u(t)(x) времени t со значениями в пространстве
◦

W
(1)
2 (D). Определение
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скалярного произведения (15.9) говорит нам, что
◦

W
(1)
2 (D) есть гильберто-

во пространство. Нужно еще потребовать, чтобы функция u(x, t) для каж-
дого фиксированного t принадлежала L4(D); правда, при m ≤ 4 суще-
ствование интеграла ∫

D

um dx (15.10)

следует из существования интеграла
∫
D

(∇u)2 dx, согласно теореме вложе-

ния С. Л. Соболева.
Фазовым пространством будем считать декартово произведение

◦
W

(1)
2 ×

L2(D). Элементом этого пространства является пара функций (u(x), v(x)),

причем u ∈
◦

W
(1)
2 , v ∈ L2, последнее соответствует требованию, чтобы ки-

нетическая энергия T была конечна.
Приходится сразу признать, что дальнейший вывод волнового уравне-

ния из принципа Гамильтона невозможно провести, строго придерживаясь
сформулированных минимальных предположений о регулярности функции
u. В ходе этого вывода мы будем считать ее, скажем, C∞-гладкой, хотя
достаточно C2-гладкости по x и t.

Возникающий здесь логический разлад носит принципиальный харак-
тер. Дальше я постараюсь объяснить, каким образом здесь наводится по-
рядок. Оказывается, нужно уточнить и изменить само понятие решения
уравнений в частных производных.

Внимательный читатель заметил, по-видимому, что мы «забыли» о вто-
ром краевом условии (15.2). Далее будет показано, что это условие не надо
вводить заранее — оно является следствием принципа Гамильтона.

Итак, принцип Гамильтона требует, чтобы действие, определенное ра-
венством (15.7), на истинном движении было экстремально:

δS = 0. (15.11)

Как обычно, вариация δu определяется как производная от деформации

δu =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

ũ(x, t, ε), (15.12)

при этом деформация ũ(x, t, ε) зависит от параметра деформации ε гладко,
ε изменяется в некоторой окрестности нуля. Для всех малых ε и для любого
t деформация есть достаточно гладкая функция от x, t, удовлетворяющая
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краевому условию первого рода

ũ(x, t, ε)
∣∣∣∣
x∈S1

= 0. (15.13)

Кроме того, должно выполняться равенство ũ(x, t, 0) = u(x, t) и, как
обычно в принципе Гамильтона, должно быть выполнено «условие непо-
движности концов»:

ũ(x, t1, ε) = u(x, t1), ũ(x, t2, ε) = u(x, t2) (15.14)

при любом малом ε. Соответственно для вариации получаем

δu(x, t1) = 0, δu(x, t2) = 0. (15.15)

Замечу, что именно требование гладкости деформации как раз и вносит тот
логический разлад, о котором я упоминал.

Дальше — формальные выкладки. Вычисляя вариацию, находим

δS =
t2∫

t1

∫
D

(utδut − c2∇u · ∇δu− γu3
δu + fδu)dxdt. (15.16)

Посредством интегрирования по частям перебросим производные по t и по
xi с δu на соответствующие множители. Учитывая равенства (15.15) и кра-

евое условие δu

∣∣∣∣
S1

= 0, следующее из (15.13), преобразуем (15.16), и, под-

ставляя полученное выражение в (15.11), придем к равенству

t2∫
t1

∫
D

(−utt+c2∆u−γu3+f) δu dxdt−c2

t2∫
t1

∫
S2

δu
∂u

∂n
ds dt = 0. (15.17)

Вариация δu исчезает при t = t1 и t = t2. Можно, однако, считать, что
она исчезает и в полуокрестностях этих точек на [t1, t2]. Тогда она теряет
зависимость от t2, и дифференцирование по t2 дает равенство∫

D

(−utt + c2∆u− γu3 + f) δu dx− c2
∫
S2

δu
∂u

∂n
ds = 0, (15.18)

которое должно выполняться в любой момент t (непосредственно получа-
ется в момент t2, но он произволен).
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На поверхности S2 вариация δu не обязана удовлетворять каким-либо
краевым условиям. Если, однако, рассмотреть такие вариации, которые ис-
чезают в окрестности границы ∂D, то мы избавимся от поверхностного ин-
теграла в (15.18):∫

D

(−utt + c2∆u− γu3 + f) δudx = 0. (15.19)

Согласно лемме на стр. 71, из этого равенства следует, что для всех x ∈ D
и t ∈ R выполняется уравнение

utt = c2∆u− γu3 + f(x, t). (15.20)

Теперь вернемся к равенству (15.18) для произвольных допустимых ва-
риаций δu. В силу (15.20) объемный интеграл исчезает, и получается ра-
венство ∫

S2

δu
∂u

∂n
ds = 0. (15.21)

Еще раз повторю: δu на S2 можно выбирать произвольно, лишь бы суще-
ствовала гладкая функция η(x) такая, что η

∣∣
S2

= δu
∣∣
S2

. В предположении

достаточной гладкости поверхности S2 и функции δu
∣∣
S2

, такую функцию
η, называемую продолжением функции δu на границе, построить можно.
Теоремы о возможности таких продолжений известны [44, 27], хотя, к со-
жалению, не излагаются в курсе анализа.

Если положить в (15.21) δu =
∂u

∂n
, то получим

∫
S2

(
∂u

∂n

)2

dS = 0. (15.22)

а значит,
∂u

∂n
= 0 на S2. Мы вывели из принципа Гамильтона краевое усло-

вие на S2. Такие краевые условия, которые первоначально не постулиру-
ются, но получаются из условия экстремума функционала, называются в
вариационном исчислении естественными.

Обобщенные решения

При выводе волнового уравнения из принципа Гамильтона мы были вы-
нуждены наложить на (неизвестное!) решение дополнительные и ниотку-
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да не вытекающие ограничения гладкости. Когда речь идет о динамиче-
ских системах с конечным числом степеней свободы, тоже приходится на-
лагать подобные условия. Однако там это не носит принципиального ха-
рактера, поскольку, получив решение, удается доказать, что оно и в самом
деле обладает нужной гладкостью (это делается с помощью известной лем-
мы Дюбуа–Реймона в вариационном исчислении). Когда же речь идет об
уравнениях в частных производных, вопрос о гладкости решения всегда
принципиален. Классическое решение — такое, для которого и уравнение,
и краевые и начальные условия выполняются в обычном смысле, — далеко
не всегда существует. Для уравнений гиперболического типа, каковым яв-
ляется волновое уравнение, проблема существования классического реше-
ния сложна в принципе, поскольку возможно, что в условиях очень гладких
данных (коэффициентов уравнения, границы области, граничных и началь-
ных функций) решение оказывается нерегулярным — его производные, а то
и оно само, претерпевают разного рода разрывы.

В современной математической физике само понятие решения начально-
краевой задачи существенно изменено по сравнению с классическим. Рас-
сматриваются различного рода обобщенные решения. Один из наиболее
оправданных физических подходов к определению обобщенного решения
основывается на принципе Гамильтона. Принцип Гамильтона не менее, а
даже более фундаментален, чем уравнения Лагранжа второго рода. Вме-
сте с тем, формулировка принципа Гамильтона не требует дополнительных
предположений о гладкости решения, нужны лишь такие предположения о
регулярности, которые обеспечивают существование интегралов, входящих
в определение действия.

В рассматриваемом случае начально-краевой задачи (15.1)–(15.3) опре-
деление обобщенного решения основывается фактически на равенстве
(15.11): δS = 0, причем δS выражается формулой (15.16) посредством
интегрирования по частям.

По своему существу принцип Гамильтона не связан с конкретными на-
чальными условиями и в регулярном случае является эквивалентом уравне-
ния движения. Примем и здесь такую точку зрения, сделаем лишь некото-
рые непринципиальные упрощения. Во-первых, договоримся всегда выби-
рать t1 = 0. Далее будем полагать t2 = τ > 0 и интересоваться решением
на отрезке времени [0, τ]. При этом мы ничего не теряем, так как τ — про-
извольно фиксировано, а если отрезок [t1, t2] содержится в [0, τ], мы по-
лучим прежнее определение, попросту выбирая δu так, чтобы δu(x, t) = 0
для всех t вне [t1, t2]. Наконец, вместо δu(x, t) будем для краткости писать
η(x, t).

Теперь перейдем к строгому определению обобщенного решения.
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Определение. Обобщенным решением начально-краевой задачи
(15.1)–(15.3) на отрезке времени [0, τ] при любом положительном τ

называется функция u(x, t) такая, что выполнены следующие усло-
вия:

1) Для любого t ∈ [0, τ] существуют и равномерно ограничены
интегралы∫

D

(
∂u

∂t
(x, t)

)2

dx ≤ C1,

∫
D

(∇u(x, t))2 dx ≤ C2,∫
D

u4(x, t)dx ≤ C3,
(15.23)

где C1, C2, C3 — положительные константы.
2) Для любого t ∈ [0, τ] функция u(x, t) удовлетворяет в обоб-

щенном смысле краевому условию u
∣∣
S1

= 0, а именно u(·, t) ∈
◦

W
(1)
2 (D).

3) (принцип Гамильтона) Выполняется интегральное равенство
(тождество):

τ∫
0

∫
D

(
utηt − c2∇u · ∇η− γu3

η + fη

)
dxdt = 0 (15.24)

для любой гладкой функции η(x, t) такой, что η(x, 0) = 0, η(x, τ) =
0, и выполнено краевое условие η

∣∣
S1

= 0.

4) Функция u(x, t) удовлетворяет начальным условиям в обоб-
щенном смысле (в среднем) при t → +0∫

D

[
∂u(x, t)

∂t
− v0(x)

]2
dx → 0,∫

D

[u(x, t)− u0(x)]2 dx → 0.
(15.25)

Несколько комментариев к этому определению. При выводе волново-
го уравнения из принципа Гамильтона мы фактически установили, что если
обобщенное решение имеет непрерывные вторые производные по x и по t,
то оно удовлетворяет волновому уравнению в обычном смысле. Если к тому
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же сама функция и ее нормальная производная допускают определение на
границе ∂D посредством предельного перехода («по непрерыввности»), то
и краевые условия выполняются в обычном смысле. Выходит, что функция,
удовлетворяющая условиям данного определения, оказывается классиче-
ским решением начально-краевой задачи при одном лишь дополнительном
условии достаточной гладкости. Именно это и дает нам право называть ее
обобщенным решением.

Мы рассматривали решение u(x, t) для положительных времен. В слу-
чае t < 0 все аналогично. Более того, замена t → −t приводит этот случай
к предыдущему.

Нетрудно проверить, что из предположения о конечности интегралов
(15.23) следует, что все интегралы в интегральном тождестве (15.24) схо-
дятся. Относительно заданной функции f достаточно предположить, что
она «не чересчур разрывна», например, интегрируема с квадратом по x, t.

В определении мы предположили, что функция η гладкая. При помощи
предельного перехода можно убедиться, что это тождество остается в силе
и для широкого класса разрывных функций η. Например достаточно, чтобы

производные
∂η

∂t
и

∂η

∂xi
имели интегрируемые по x, t квадраты.

Важность применения обобщенных решений уравнений в частных про-
изводных была осознана лишь в середине прошлого века. Даже когда клас-
сическое решение существует, естественным этапом исследования оказы-
вается доказательство существования обобщенного решения. Долгая и упор-
ная работа математиков в этой области привела к наиболее глубоким ре-
зультата в теории функций и функциональном анализе. К сожалению, здесь
нет места остановиться на этом более подробно. Замечу, что одна из пер-
вых работ по обобщенным решениям волновых уравнений была выполнена
И. И. Воровичем [8], который рассматривал сложные задачи о колебаниях
упругих оболочек.

Функциональные производные

В том случае, когда функционалы заданы на гильбертовом простран-
стве функций, скажем, на пространстве L2(D), понятие градиента grad ϕ

может быть существенным образом конкретизировано. Соответствующее
определение строится по аналогии с понятиями дифференциала и частных
производных гладкой функции f(x), x ∈ Rn. Как Вам хорошо извест-
но, главная линейная часть приращения функции, когда ее аргумент x =
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(x1, . . . , xn) получает приращение (dx1, . . . , dxn), есть

df(x) =
n∑

k=1

Ak(x)dxk, Ak(x) =
∂f(x)
∂xk

. (15.26)

Это равенство может служить определением частной производной ∂f
∂xk

.

Пусть теперь Φ : L2(D) → R — функционал на гильбертовом про-
странстве L2(D), где D — область в Rn. Допустимо рассматривать функ-
ционалы, заданные не на всем пространстве L2, а лишь на некотором всю-
ду плотном линейном многообразии, дальше будем считать, что вводимые
нами функции принадлежат области определения D(Φ) функционала Φ.
Пусть теперь u ∈ D(Φ), и ε δu — приращение функции u. Рассмотрим
приращение Φ(u+ ε δu)−Φ(u) функционала Φ. Мы рассматриваем част-
ный случай деформации — линейной по параметру ε. Тогда производная по
ε при ε = 0 дает нам вариацию функционала Φ в точке u

δΦ(u) =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

Φ(u + εδu). (15.27)

Предположим, что эта вариация может быть представлена в виде

δΦ(u) =
∫
D

A(x)δu(x)dx. (15.28)

Разумеется, функция A(x) вполне может довольно сложным образом за-
висеть от функции u — от всех ее значений, а не только от значения в точке
x. В этом случае скажем, что A(x) есть функциональная производная
функционала Φ по аргументу u(x), и введем обозначение:

A(x) =
δΦ(x)

δu(x)dx
. (15.29)

Обычно это обозначение сокращают и пишут

A(x) =
δΦ(x)
δu(x)

. (15.30)

Чтобы лучше пояснить аналогию между формулой (15.26) для df(x) и фор-
мулой (15.28) для δΦ(u), замечу, что вектор x = (x1, . . . , xn) можно рас-
сматривать как функцию x(k), определенную для k ∈ {1, . . . , n}, при
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этом попросту x(k) = xk. С другой стороны, функцию u, заданную на D,
можно трактовать как вектор, с бесконечным числом компонент, каждая
из которых есть ux = u(x), точка x ∈ D играет роль индекса. Формула
(15.28) получается из формулы (15.26) в результате замен: f → Φ, x → u,

f(x) → Φ(u), и далее: {1, . . . , n} → D,
n∑

k=1
7→
∫
D

( ) dx. Кроме того, ко-

нечно, нужно сделать замены: df(x) → δΦ(u), dxk → δu(x). Проделайте
все эти замены в формуле (15.26). Получится формула (15.28).

Приведу примеры вычисления функциональной производной.
Пример 1. Пусть

Φ(u) =
∫
D

F (u(x), x)dx (15.31)

с гладкой функцией F . Тогда очевидно,

δΦ(u)
δu(x)

=
∂F (u(x), x)

∂u(x)
. (15.32)

Если, например F (u, x) = ρ(x)u2m+1, m — натуральное число, то

δΦ
δu(x)

= ρ(x)(2m + 1)u2m(x). (15.33)

Пример 2. На плотном в L2(D) множестве гладких функций, исчезаю-
щих на границе, определим функционал (интеграл Дирихле)

Φ(u) =
∫
D

(∇u)2dx. (15.34)

Имеем

δΦ(u) = 2
∫
D

(∇u) · ∇δudx. (15.35)

Интегрируя по частям, с учетом краевого условия δu
∣∣
∂D

= 0, выводим

δΦ(u) = −2
∫
D

∆u · δudx. (15.36)

Следовательно,
δΦ(u)
δu(x)

= −2∆u(x). (15.37)



128 В. И. Юдович. Математические модели естествознания

Обобщенное волновое уравнение

Не стремясь довести обобщение до крайности, рассмотрим континуаль-
ную механическую систему, определенную лагранжианом

L =
1
2

∫
D

ρ(x)u2
t dx−

∫
D

F

(
x, u,

∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn

)
dx, (15.38)

где ρ и F — известные функции своих аргументов. Будем считать, что об-
ласть D ограничена, а на ее границе поставлено условие

u

∣∣∣∣
∂D

= 0. (15.39)

Применяя принцип Гамильтона, в предположении существования и гладко-
сти функции u(x, t), реализующей экстремум действия, придем к равенству∫

D

−ρuttδudx−
∫
D

[
∂F

∂u
δu +

n∑
i=1

∂F

∂ ∂u
∂xi

· ∂δu

∂xi

]
dx = 0. (15.40)

Интегрируя по частям, с учетом краевого условия δu
∣∣
∂D

= 0, получаем∫
D

(
ρutt +

∂F

∂u
−

n∑
i=1

∂

∂xi

∂F

∂ ∂u
∂xi

)
δudx = 0. (15.41)

Отсюда следует уравнение движения

ρutt =
n∑

i=1

∂

∂xi

∂F

∂ ∂u
∂xi

− ∂F

∂u
. (15.42)

Это уравнение, применяя понятие функциональной производной, можно
записать в форме, вполне аналогичной конечномерному случаю, а именно:

d

dt

δL
δut(x, t)

− δL
δu(x, t)

= 0. (15.43)

Замечу, что подобным формальным путем можно получить уравнения типа
utt + ∆u = 0, для которых задача с начальными данными некорректна.
Чтобы уравнение (15.43) было действительно волновым, нужно наложить
определенное условие эллиптичности на функцию F .
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Упражнения

1. Выведите из принципа Гамильтона уравнение поперечных колебаний
упругой оболочки

utt = −c2∆2u + f(x, t),

где u = u(x1, x2, t), а точка (x1, x2) ∈ S (ограниченной области R2). На
границе ∂S = Γ должны выполняться краевые условия

u

∣∣∣∣
Γ

= 0,
∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

= 0.

Эти краевые условия не являются естественными. А какие являются?
2. Докажите, что полная энергия T + V , где T и V определены форму-

лами (15.4), (15.5), есть интеграл волнового уравнения (15.1).

16. Принцип Гамильтона и конечномерные
аппроксимации бесконечномерных систем

Чтобы решить эволюционную задачу для бесконечномерной системы
при помощи численных методов, ее приходится аппроксимировать конеч-
номерными системами. Применяемые для этого методы дискретизации в
основном сводятся к замене производных разностными отношениями зна-
чений функции в узлах, либо к аппроксимации решения конечными отрез-
ками рядов Фурье по тому или иному базису. Первый подход приводит к
различным сеточным методам, а второй — к методу Галеркина. Бывают по-
лезны и различные комбинации этих двух методов. Мы рассмотрим здесь
такие аппроксимации, которые сохраняют производные по времени, так что
задача приводится к решению систем обыкновенных дифференциальных
уравнений, иногда очень высокого порядка.

Конечно, решая численно задачу для уравнения в частных производ-
ных, нужно заботиться о хорошей аппроксимации неизвестной функции и
ее производных. Однако зачастую даже более важно, чтобы аппроксими-
рующие системы сохраняли фундаментальные свойства исходной системы.
Когда заданная система получается из принципа Гамильтона, очень важно,
чтобы это свойство сохранялось и для приближенных систем. В итоге воз-
никает очень полезная в построении численных, а также асимптотических
методов идея: аппроксимировать не заданные уравнения, а лагран-
жиан. После этого аппроксимирующее уравнение получается из принци-
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па Гамильтона. Я приведу здесь два простеньких примера применения этой
идеи.

Разностный метод решения волновых уравнений

Рассмотрим одномерное линейное волновое уравнение

ρ(x)utt = uxx (16.1)

с краевыми условиями

u

∣∣∣∣
x=0

= 0, u

∣∣∣∣
x=`

= 0. (16.2)

При этом функция ρ(x) предполагается непрерывной и положительной:
ρ(x) > 0 для всех x. Поставим также начальные условия:

u

∣∣∣∣
t=0

= u0(x), ut

∣∣∣∣
t=0

= v0(x). (16.3)

Мы уже знаем, что эта задача получается из принципа Гамильтона с лагран-
жианом

L =
1
2

`∫
0

(ρu2
t − u2

x)dx. (16.4)

Будем решать начально-краевую задачу (16.1)–(16.3) методом прямых.
Разделим отрезок [0, `] на n равных частей, и пусть h = `

n , xk = kh,
k = 0, 1, . . . , n. За новые неизвестные примем приближенные значения
функции u(x, t) в узлах xk, так что uk(t) ∼= u(xk, t). Чтобы аппроксими-
ровать лагранжиан (16.4), примем некоторую аппроксимацию производной
ux, например, положим

ux(xk, t) ∼=
uk+1(t)− uk(t)

h
. (16.5)

Краевым условиям мы удовлетворим, полагая u0 = 0 и un = 0. Выберем
некоторую квадратурную формулу для аппроксимации интеграла (16.4), на-
пример, формулу прямоугольников (или трапеций). Тогда приближенный
лагранжиан будет иметь вид

Ln =
h

2

n∑
k=0

ρku̇
2
k −

1
2h

n∑
k=1

(uk − uk−1)2, ρk =
1
h

xk+h/2∫
xk−h/2

ρ(x) dx

(16.6)
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Соответствующие этому лагранжиану уравнения Лагранжа второго рода
имеют вид

d

dt

∂Ln

∂u̇k
− ∂Ln

∂uk
= 0, k = 1, . . . , n− 1. (16.7)

В подробной записи имеем систему

ρkük =
1

2h2
(uk−1 − 2uk + uk+1), k = 1, . . . , n− 1. (16.8)

Здесь не нужно суммировать по k, хотя индексы повторяются, и нужно
помнить, что u0 = 0, un = 0. Как видим, в правой части само собой
возникло стандартное разностное отношение, аппроксимирующее вторую
производную uxx. Выходит, что эта наиболее популярная разностная схе-
ма получается из принципа Гамильтона.

Принцип Гамильтона и метод Галеркина

Метод Галеркина в его нестационарном варианте (иногда называемый
также методом Галеркина – Фаэдо) особенно хорошо связан с принципом
Гамильтона. На самом деле, стандартные галеркинские уравнения сохраня-
ют свойство консервативности исходной системы и подчиняются принци-
пу Гамильтона. Вместе с тем, применение принципа Гамильтона позволяет
ускорить вывод галеркинских уравнений. Это я теперь и собираюсь про-
демонстрировать на примере начально-краевой задачи (15.1) – (15.3). Для
упрощения разговоров давайте считать, что на всей границе ∂D области D
выполнено краевое условие первого рода (S1 = ∂D)

u

∣∣∣∣
∂D

= 0. (16.9)

Решение уравнения (15.1) разыскивается в виде обобщенного ряда Фу-
рье:

u(x, t) =
∞∑

k=1

uk(t)ϕk(x), (16.10)

где ϕk — гладкие функции, которые удовлетворяют краевому условию

ϕ
∣∣
∂D

= 0 и образуют полную систему в пространстве
◦

W
(1)
2 (D). В тео-

рии, а во многих случаях и на практике, удобно в качестве координат-
ных функций ϕk выбирать собственные функции оператора Лапласа. Они
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определяются посредством решения спектральной краевой задачи

−∆ϕk = λkϕk, ϕk

∣∣∣∣
∂D

= 0. (16.11)

Известно, что все собственные значения λk положительны, собственные

функции ϕk образуют ортогональную систему как в L2(D), так и в
◦

W
(1)
2 (D), и при этом λk → +∞ при k → +∞. Для определенности норми-
руем собственные функции ϕk в L2(D), т. е. будем считать выполненными
равенства: ∫

D

ϕ
2
k dx = 1, k = 1, 2, . . . (16.12)

Конечно, вместе с функцией ϕk, также и −ϕk удовлетворяет этому усло-
вию. Считаем, что из этих двух функций произвольно выбрана одна. Под-
ставив выражение (16.10) в уравнение (15.1) и приравняв коэффициен-
ты Фурье в левой и правой частях, можно получить бесконечную систе-
му обыкновенных дифференциальных уравнений для неизвестных функций
uk(t). Идея метода Галеркина состоит в том, что эта бесконечная систе-
ма урезается: оставляются лишь уравнения для u1(t), . . . , um(t), причем
в этих уравнениях все высшие коэффициенты um+1, um+2, . . . полагаются
равными нулю. Выходит, что приближенное решение имеет вид

um(x, t) =
m∑

k=1

uk(t)ϕk(x). (16.13)

Следуя высказанной выше идее, мы должны вычислить приближенные ки-
нетическую энергию Tm и потенциальную энергию Vm, подставляя um(x, t)
вместо u(x, t) в (15.4) и (15.5). Затем определяется приближенный лагран-
жиан Lm как функция от обобщенных координат u1, . . . , um — и пишется
уравнение Лагранжа второго рода, вытекающее из принципа Гамильтона в
случае лагранжиана Lm.

Дальше мы применяем свойства ортогональности системы {ϕk} в L2 и
◦

W
(1)
2 : ∫

D

ϕkϕl dx = δkl,

∫
D

∇ϕk · ∇ϕl dx = λkδkl, (16.14)
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где δkl — символ Кронекера. Имеем

Tm =
1
2

∫
D

(
dum

dt

)2

dx =
1
2

m∑
k=1

u̇2
k. (16.15)

Далее получаем

Vm = V (um) =
c2

2

m∑
k=1

λku
2
k −

m∑
k=1

fkuk (16.16)

+
γ

4

m∑
k1,k2,k3,k4=1

ck1k2k3k4uk1uk2uk3uk4 .

Здесь известные коэффициенты ck1k2k3k4 и fk определяются равенствами

ck1k2k3k4 =
∫
D

ϕk1ϕk2ϕk3ϕk4 dx, (16.17)

fk(t) =
∫
D

f ϕk dx. (16.18)

При этом очевидно, что f(x, t) =
∞∑

k=1
fk(t)ϕk(x), так что fk — коэффи-

циент Фурье функции f .
Поясню вычисление слагаемого четвертой степени в (16.16). Здесь при-

меняется простой технический прием — представление четвертой степени
суммы в виде четырехкратной суммы:

u4
m =

(
m∑

k=1

ukϕk

)4

=
m∑

k1,k2,k3,k4=1

uk1uk2uk3uk4ϕk1ϕk2ϕk3ϕk4 .

(16.19)
Интегрируя это равенство по x, приходим к выражению для коэффициента,
данному в (16.17).

Уравнения Лагранжа, отвечающие лагранжиануLm = Tm−Vm, имеют
вид

d

dt

∂Lm

∂u̇k
− ∂Lm

∂uk
= 0, k = 1, . . . ,m. (16.20)
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Учитывая выражения (16.15) и (16.16) для Tm и Vm, получаем систему
обыкновенных дифференциальных уравнений:

ük = −c2
λkuk − γ

m∑
k1,k2,k3=1

ck1,k2,k3,kuk1uk2uk3 +fk(t), (16.21)

k = 1, 2, . . . ,m.

Если здесь взять m = ∞, то получится бесконечная система, экви-
валентная исходной краевой задаче. Я предоставляю вам самостоятельно
проверить, что метод Галеркина в стандартной форме приводит к той же
системе (16.21).

В принципе, метод Галеркина является весьма общим, он применим и
в случае неконсервативных систем — когда сила не может быть определе-
на посредством ее потенциальной энергии (потенциальную энергию вообще
невозможно определить). Впрочем, известны и соответствующие неголо-
номные обобщения принципа Гамильтона, в которых уже нет функционала
действия, но постулируются соотношения для вариаций, из которых выте-
кают уравнения движения.

По-видимому, использование приближенных методов типа метода Га-
леркина и метода сеток является самым мощным средством доказательства
теорем существования и единственности решения для начально-краевых
задач механики и физики сплошных сред. В частности, галеркинские урав-
нения типа уравнений (16.21) содержат лишь полиномиальные нелинейно-
сти, так что их правые части оказываются гладкими. Теорема единственно-
сти решения и теорема о локальной разрешимости задачи Коши для таких
уравнений непосредственно следуют из классических результатов. Вместе
с тем, сохраняя консервативную природу исходной задачи, эти уравнения
обладают интегралом энергии, а иногда и другими интегралами. Это да-
ет возможность во многих случаях, и в частности для системы (16.21) (см.
упражнение 5), получить априорную оценку решения, а вместе с тем, и гло-
бальную теорему существования решения задачи Коши.

Обоснование приближенного метода, скажем, метода Галеркина состо-
ит в доказательстве сходимости последовательности приближенных реше-
ний при m → ∞. Это действительно удается сделать с использованием
современных средств функционального анализа и теории функций веще-
ственных переменных. Замечу, что во многих случаях, особенно в стаци-
онарных задачах, удается установить лишь компактность множества при-
ближенных решений. Случается, что различные последовательности при-
ближенных решений сходятся к различным решениям краевой задачи для
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уравнений в частных производных. Здесь нет ничего удивительного — мно-
гие нелинейные стационарные краевые задачи действительно допускают
несколько решений. К сожалению, здесь нет места остановиться на этих
увлекательных вопросах подробнее (см. [22]).

Упражнения

1. Доказать, что уравнение движения, отвечающее кинетической энер-
гии T и потенциальной энергии V вида

T =
1
2

∫
F

ρ(x)u2
t dx, V =

c2

2

∫
D

(∇u)2dx +
∫
D

Φ(u, t)dx

имеет вид
ρ(x)utt = c2∆u− F (u, t),

где F (u, t) = ∂Φ(u,t)
∂u .

Убедитесь в том, что в случае

Φ(u, t) =
γ

4
u4 − f(x, t)u

это уравнение превращается в уравнение (15.1).
2. Рассмотрим волновое уравнение

utt = c2∆u

в ограниченной области D ⊂ Rn с краевым условием третьего рода

∂u

∂n

∣∣∣∣
∂D

= σ(x)u + g(x).

Докажите, что это уравнение имеет интеграл

E =
1
2

∫
D

u2
t dx +

c2

2

∫
D

(∇u)2dx− c2

2

∫
∂D

σu2dS − c2
∫

∂D

gudS.

3. Докажите, что уравнение малых поперечных колебаний упругой пла-
стины

utt = −k∆2u,
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например, с краевыми условиями

u

∣∣∣∣
∂D

= 0,
∂u

∂n

∣∣∣∣
∂D

= 0

может быть получено из принципа Гамильтона, если определить потенци-
альную энергию равенством

V =
k

2

∫
D

(∆u)2dx.

4. Докажите, что в случае Φ(u) =
∫
D

ρ(x)|u(x)|αdx при α > 1 и регу-

лярной функции ρ(x) функциональная производная имеет вид

δΦ(u)
δu(x)

= αρ(x)|u(x)|α−1 sgn u(x) = αρ(x)|u(x)|α−2u(x). (16.22)

5. Докажите, что галеркинская система (16.21) обладает интегралом
энергии

Em = Tm + Vm.

Пользуясь этим, докажите, что задача Коши для данной системы глобально
разрешима для положительных t.

17. Динамика гибкой нерастяжимой нити

Специфические, очень интересные, широко применяемые на практике и
во многом таинственные в теории динамические системы со связями возни-
кают в механике сплошной среды. Среди них наиболее важные — несжи-
маемая жидкость и гибкая нерастяжимая нить. Сейчас мы приме-
ним принцип Гамильтона для систем со связями, обобщив его на системы
с бесконечным числом степеней свободы, каковой является нить, и выве-
дем уравнение движения нити. Сразу скажу, что наш вывод будет во многом
формальным (хотя и гораздо более строгим, чем в обычных книгах по ме-
ханике). Мы увидим, какие нужно ставить краевые условия. В частности,
будет найдено естественное краевое условие, которое «возникает само
собой» из принципа Гамильтона.

Начинать следует с определения положения системы, а затем опре-
делить конфигурационное и фазовое пространства. Физики говорят, что
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нить — это деформируемое твердое тело, у которого один из размеров много
больше двух других. Конечно, это скорее относится к области применимо-
сти той математической модели, которую мы собираемся построить. Ясно,
что необходимо иметь хотя бы интуитивное представление о том объекте,
который мы стремимся описать при помощи математики.

Нить есть одномерная сплошная среда, другие одномерные сплош-
ные среды — стержни, балки (в простейшем варианте, когда не учитывает-
ся их толщина), струйки пыли (одномерные пылевые среды).

Представим себе, что фиксировано стандартное состояние нити — от-
резок [0, `] на вещественной оси, ` — длина нити. С точки зрения меха-
ники, мы рассматриваем недеформированное состояние нити. Но лучше
понимать его абстрактно — не интересоваться поначалу, как эта недефор-
мированная нить вложена в пространство, в котором происходит движение
реальной нити.

Положение нити в данный момент t есть отображение x : [0, `] → R3

(см. Рис. 6). Технически удобно считать, что точка на отрезке [0, `] задает-
ся своей декартовой координатой s. Мы сейчас имеем дело с нитью в про-
странстве R3, иногда интересно рассматривать нить в Rn или на некотором
подмногообразии в Rn, а то и на произвольном многообразии.

Условие нерастяжимости нити означает, что не только ее полная длина `
не меняется в ходе движения, но и длина каждой ее дуги между s1 и s2 так-
же не может меняться. Это можно записать в дифференциальной форме,
для квадратов элементов длины: dx2 = ds2. Замечая, что dx2 = x′2ds2,
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запишем условие нерастяжимости нити в виде

x′
2 = 1. (17.1)

Здесь x′ = x′(s, t) — производная по s от x. Заметим, что
x = (x1, x2, x3) ∈ R3. Соотношение (17.1) далее трактуется как урав-
нение идеальной стационарной связи.

Итак, положение нерастяжимой нити есть отображение
x : [0, `] → R3, удовлетворяющее уравнению (17.1). Если ничего
больше не добавлять, получится, что мы рассматриваем нить со свободны-
ми концами. В случае, когда конец нити (скажем, левый s = 0) закреплен
или совершает движение по заданному закону, нужно еще поставить допол-
нительное условие

x
∣∣
s=0

= x0(t), (17.2)

где x0(t) — заданный закон движения этого конца. В случае, когда x0(t) =
a, т. е. положение не зависит от времени, выходит, что конец нити зафик-
сирован в точке a. Условие (17.2) также можно трактовать как идеальную
связь. Это, конечно, означает, что мы пренебрегаем трением в точке закреп-
ления нити.

Для определенности дальше будем рассматривать нить, у которой ле-
вый конец двигается по заданному закону, а правый — свободен. В этом
случае условие (17.2) следует включить в определение конфигурационного
пространства.

Нить — натуральная механическая система, её лагранжиан есть раз-
ность между кинетической энергией T и потенциальной энергией V :

L = T − V. (17.3)

Чтобы определить кинетическую энергию, нужно задать линейную плот-
ность ρ(s). Тогда

T =
1
2

`∫
0

ρẋ2ds. (17.4)

В более общей ситуации имеется функция распределения µ = µ(s) мас-
сы вдоль нити. Функция µ(s) есть масса отрезка нити [0, s). Тогда кинети-
ческая энергия задается интегралом Стилтьеса

T =
1
2

`∫
0

ẋ2dµ(s). (17.5)
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В том случае, когда функция µ(s) непрерывно дифференцируема (или хотя
бы абсолютно непрерывна), выражение (17.5) переходит в (17.4), причем
ρ(s) = µ

′(s). Дальше будем считать что кинетическая энергия выражается
формулой (17.4).

Потенциальную энергию одномерной сплошной среды, которая двига-
ется в R3, вообще говоря, можно подразделить на внутреннюю и внешнюю.
Модель абсолютно гибкой нити строится на предположении, что внутрен-
няя потенциальная энергия Vi = 0. В общей ситуации приходится учиты-
вать как потенциальную энергию сжатия (её сейчас нет, потому что нить
несжимаема), так и потенциальную энергию изгиба — тогда получаются
различные модели упругого стержня или балки.

Внешняя потенциальная энергия создается внешними силами, действу-
ющими на нить. Если, например, нить находится в поле силы тяжести, то
гравитационная потенциальная энергия задается формулой

Ve = −
`∫

0

ρx · gds, (17.6)

где g — вектор ускорения силы тяжести. Предполагая, что кроме силы тя-
жести, нет иных внешних сил, мы можем записать лагранжиан абсолютно
гибкой нити в виде (17.3), где T дается формулой (17.4), а V = Ve — фор-
мулой (17.6). Действие тогда записывается в форме

S =
t2∫

t1

Ldt =
t2∫

t1

`∫
0

(
ρẋ2

2
+ ρx · g

)
dsdt. (17.7)

Теперь перейдем к применению принципа Гамильтона (δS = 0), с учетом
связи (17.1) (точнее, бесконечного множества связей (17.1)).

Итак, пусть x = x(s, t) — истинное движение. Рассмотрим его дефор-
мацию x̃ = x̃(s, t, ε), определенную для ε ∈ (−ε0, ε0), ε0 > 0; величина
ε0 далее нигде не фигурирует, так что достаточно сказать, что ε изменяет-
ся в некоторой окрестности нуля. При этом мы предполагаем, что отобра-
жение x̃ : (s, t, ε) 7→ x̃(s, t, ε) обладает некоторой гладкостью, доста-
точной для следующих преобразований. Если угодно, можно считать сна-
чала, что x̃ ∈ C∞, а затем уточнить, сколько производных на самом де-
ле нужно. По определению деформации для всех s и t имеет место равен-
ство x̃(s, t, 0) = x(s, t). Кроме того, деформация x̃(s, t, ε) для всех малых
ε должна удовлетворять уравнениям связей. В нашем случае это условие
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нерастяжимости нити (17.1), а также и условие закрепления (17.2):

x̃′ 2(s, t, ε) = 1, (17.8)
x̃(0, t, ε) = x0(t). (17.9)

В принципе Гамильтона требуется, чтобы при заданных начальном и конеч-
ном моментах времени t1 и t2 деформация удовлетворяла условиям «за-
крепления концов»

x̃(s, t1, ε) = x(s, t1), x̃(s, t2, ε) = x(s, t2). (17.10)

Варьируя эти равенства, получаем условия для вариации

δx(s, t)
∣∣
t=t1, t2

= 0. (17.11)

Напомню еще, что операция варьирования δ есть дифференцирование по
параметру деформации ε при ε = 0, так что

δ =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

. (17.12)

Применение варьирования дает вариацию. Например, вариация δx опреде-
ляется равенством

δx =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

x̃(s, t, ε). (17.13)

Варьирование связей (17.8) и (17.9) дает равенства

x′ · δx′ = 0, (17.14)
δx
∣∣
s=0

= 0. (17.15)

Ради краткости, в формуле (17.14) опущены аргументы s и t, а в
(17.15) — t.

Варьируя действие (17.7), получаем

δS =
t2∫

t1

`∫
0

(ρẋ · δẋ + ρg · δx) dsdt. (17.16)

Преобразуя первое слагаемое посредством интегрирования по частям по t
с учетом (17.11) и применяя принцип Гамильтона, приходим к соотношению

t2∫
t1

`∫
0

(−ρẍ + ρg) · δx dsdt = 0, (17.17)
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которое должно выполняться для всех вектор-функций δx(s, t), удовле-
творяющих условиям (17.11), (17.14), (17.15) и, конечно, достаточно глад-
ких.

Чтобы избавиться от мешающих двигаться дальше ограничений на ва-
риацию δx, применим метод Лагранжа. Умножая уравнение (17.14) на но-
вую неизвестную (пока произвольную) функцию λ = λ(s, t) (множитель
Лагранжа) и интегрируя по s, t, получим

t2∫
t1

`∫
0

λx′ · δx′ dsdt = 0. (17.18)

Вычитая (17.18) из (17.17), получим

t2∫
t1

`∫
0

[
(−ρẍ + ρg) · δx− λx′ · δx′

]
dsdt = 0. (17.19)

Условие связи (17.15) пока оставляем без внимания, дальше оно будет ис-
пользовано. Мы можем теперь считать, как обычно в вариационных за-
дачах со связями, что функция λ выбрана таким образом, что равенство
(17.19) выполняется для вариаций δx, которые уже не обязаны удовлетво-
рять условию (17.14).

Учитывая, что равенство (17.19) имеет место для любых t1 и t2, можно
убрать интеграл по t (формально дифференцируем по t2 и учитываем, что
t2 произвольно). Таким образом, имеем

`∫
0

[
(−ρẍ + ρg) · δx− λx′ · δx′

]
ds = 0. (17.20)

Это соотношение выполняется в каждый момент времени t. Перебросим
производную по s с δx′ на второй множитель λx′ в последнем слагаемом
посредством интегрирования по частям. Учитывая краевое условие на ле-
вом конце (17.15), получаем

`∫
0

(
−ρẍ + ρg + (λx′)′

)
· δxds− λx′ · δx

∣∣
s=`

= 0. (17.21)

Теперь мы еще раз применим идею вывода естественного краевого усло-
вия, которая была уже использована раньше в случае волнового уравне-
ния. Сначала мы рассматриваем равенство (17.21) в том частном случае,
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когда δx = 0 при s = `, и показываем, что из полученного интегрального
равенства уже следует уравнение движения

ρẍ = (λx′)′ + ρg, (17.22)

которое должно выполняться для всех t и s ∈ (0, `).
Но после того, как уравнение (17.22) выведено, мы видим, что интеграл

в (17.21) исчезает для любых δx. В результате имеем равенство

λx′ · δx
∣∣
s=`

= 0. (17.23)

Поскольку δx
∣∣
s=`

можно выбирать произвольно, имеем право положить в

(17.23) δx
∣∣
s=`

= x′
∣∣
s=`

. В результате находим естественное краевое усло-
вие на свободном конце нити s = `:

λ
∣∣
s=`

= 0. (17.24)

Еще раз мы убеждаемся в двойной пользе принципа Гамильтона в механи-
ке сплошной среды — он дает не только уравнения движения, но и есте-
ственные краевые условия. Последние получаются на тех частях границы
области, занятой сплошной средой, где первоначально не ставятся никакие
краевые условия или задан неполный набор краевых условий. Примерами
могут служить свободные границы (никаких краевых условий для дефор-
маций) или подвижные твердые границы.

Таким образом, для описания динамики нити при поставленных выше
условиях мы получили уравнение (17.22) с краевыми условиями (17.24) и
(17.2)). В начальный момент времени должны быть заданы положение нити
и соответствующее поле скоростей:

x
∣∣
t=0

= x0(s), (17.25)

ẋ
∣∣
t=0

= v(s). (17.26)

Заметим, что вектор-функции x0 и v не вполне произвольны. Они должны
удовлетворять условиям, вытекающим из уравнения связи

x′ 20 = 1, x′0 · v′ = 0. (17.27)

Второе равенство получается дифференцированием по t при t = 0 уравне-
ния (17.1).

Физический смысл множителя Лагранжа λ. Когда мы применяем
принцип Гамильтона, физический смысл множителя Лагранжа остается в
тени.



Динамика гибкой нерастяжимой нити 143

�
���

����((

r
(((((((((��

XXr
−λx′

∣∣s s

s + ds

λx′
∣∣
s+ds

Рис. 7

Рассмотрим элемент нити между точками s и s + ds (см. Рис. 7). Так
как нить не сопротивляется изгибу, силы, действующие на выбранный эле-
мент со стороны остальных частей в точках s и s + ds, касательны к ни-
ти (поперечных сил нет). Поэтому такую силу можно записать в виде λx′,
где λ = λ(s, t) — некоторая функция. Внутренняя сила λx′(s + ds, t)
действует на элемент нити «справа» — со стороны больших значений s.
Она возникает в результате взаимодействия выбранного элемента нити с
остальной частью нити. По третьему закону Ньютона слева действует си-
ла −λx′, отличающаяся лишь знаком. Мы видим, что равнодействующая
двух сил, растягивающих элемент нити (s, s + ds), есть (λx′)′ds — с точ-
ностью до малых высшего порядка относительно ds. Сравнивая это выра-
жение с правой частью уравнения (17.22), заключаем, что λ есть величина
растягивающего усилия в точке нити. При этом положительным λ соответ-
ствует растяжение, а отрицательным — сжатие нити. Дальше мы покажем,
что λ(s, t) > 0 для всех s, t, так что нить всегда находится в растянутом
состоянии в каждой своей точке.

Нить всегда растянута. Интуиция говорит нам, что нить, не сопротив-
ляющаяся изгибу, не может выдержать сжатия. Если её всё-таки сжать,
то при малейшем отклонении от строго прямолинейной формы она начнёт
сильно морщиться, по ней пойдут очень короткие волны. Так как нет ника-
ких ограничений на длину таких волн и их амплитуды, окажется, что воз-
никнут волны сколь угодно малой длины с большими амплитудами. Это
означает, что гладкость решения сильно портится — настолько, что ре-
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шение вообще может быть разрушено. Все это типично для некоррект-
ных задач типа задачи теплопроводности для отрицательных времен или
задачи Коши для уравнения Лапласа. Дальше мы увидим, что именно эта
последняя задача, действительно, возникнет, если мы вздумаем рассмат-
ривать задачу о сжатой нити. Понятно, что описанные патологии связаны
с чрезмерной идеализацией модели. Они исчезают, если учесть изгибную
жесткость и/или внутреннее вязкое трение. Замечу, что в подобных ситу-
ациях большой интерес представляет исследование асимптотического по-
ведения решений соответствующих краевых задач (для равновесий одно-
мерной сплошной среды), а также и начально-краевых задач для движений
нити при стремлении к нулю изгибной жесткости и коэффициента трения.
Те же вопросы возникают, конечно, и для многомерных сплошных сред. В
настоящее время проблемы такого рода почти не изучены.

Сейчас мы в простейшем случае докажем, что нить всюду растянута.
Результат, который будет получен, допускает довольно сильное расшире-
ние. Но всё-таки в самой общей ситуации, когда на нить действуют внеш-
ние силы, а концы её совершают произвольное движение, может оказаться,
что она кое-где и сжата. В таких случаях приходится заключить, что модель
абсолютно гибкой нити недостаточна для описания реального движения ре-
альной нити. Следует всегда помнить, что в науке мы умеем работать лишь
с моделями реальных объектов, а не с самими объектами.

Предположим, что нить двигается в невесомости (g = 0), а её левый ко-
нец фиксирован. При этих условиях уравнение движения (17.22) принимает
вид

ρẍ = (λx′)′, (17.28)

а краевые условия суть

x

∣∣∣∣
s=0

= 0, (17.29)

λ

∣∣∣∣
s=`

= 0. (17.30)

По-прежнему должно выполняться условие нерастяжимости нити (17.1)
x′ 2 = 1. Мы докажем теперь, что λ(s, t) > 0 при всех t и s ∈ [0, `),
правый конец исключен ввиду краевого условия (17.30).

Разделим уравнение (17.28) на ρ и продифференцируем его по s. В ре-
зультате получится уравнение

ẍ′ =
(

λ

ρ

)′
x′′ +

λ

ρ
x′′′ +

(
λ
′

ρ

)′
x′ +

λ
′

ρ
x′′. (17.31)
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Мы намереваемся умножить это уравнение скалярно на x′. При этом будут
полезны соотношения, получаемые из уравнения связи (17.1) двумя после-
довательными дифференцированиями по s:

x′ · x′′ = 0, x′ · x′′′ = −x′′
2
. (17.32)

Нужна ещё и формула, получаемая из уравнения связи (17.1) двумя диф-
ференцированиями по t:

x′ · ẍ′ = −ẋ′ 2. (17.33)

Теперь всё готово. Умножим (17.31) скалярно на x′, с использованием урав-
нения связи (17.1) и выведенных из него соотношений (17.32) и (17.33) по-
лучаем уравнение (

λ
′

ρ

)′
− x′′2

ρ
λ = −ẋ′ 2. (17.34)

Это уравнение Штурма–Лиувилля относительно λ с коэффициентами, ко-
торые выражаются через производные по s от x(s, t). Заметим, что в каж-
дый момент времени, зная x(s, t), можно определить λ(s, t) — не нужно
решать задачу с начальными данными. Это общая ситуация для задач со
связями.

Однако я немножко поторопился сказать, что можно определить растя-
гивающее усилие для λ — нужны еще краевые условия. На правом конце
(s = `) имеется условие (17.30). Условие на левом конце (s = 0) мы выве-
дем из уравнения движения (17.28). Если предположить, что решение яв-
ляется достаточно гладким, можно использовать это уравнение и на конце
s = 0. Тогда получается, что при s = 0

0 = λx′′ + λ
′x′, (17.35)

так как ẍ
∣∣
s=0

= 0 в силу краевого условия (17.29) (оно выполняется для
всех t, а потому его можно по t дифференцировать). Умножая (17.35) ска-
лярно на x′ и применяя (17.1) и (17.32), видим, что λ

′∣∣
s=0

= 0.
Итак, уравнение Штурма–Лиувилля (17.34) следует решать при крае-

вых условиях

λ
′
∣∣∣∣
s=0

= 0, λ

∣∣∣∣
s=`

= 0. (17.36)

Из теории краевых задач Штурма–Лиувилля следует, что решение λ(s, t)
краевой задачи (17.34), (17.36) положительно при 0 ≤ s < `. Здесь суще-
ственно, что в (17.34) коэффициент при λ неположителен, равно как и сво-
бодный член. Доказательство Вы можете провести самостоятельно, усвоив
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идеи доказательства принципов максимума-минимума, например, по кни-
гам [56, 57].

Жесткость систем со связями. Сейчас я собираюсь, отправляясь от
примера нерастяжимой нити, обсудить явление жесткости, которое спе-
цифично для систем со связями. Я поколебался в выборе эпитета, но так и
не решил, «приятное» или «неприятное» это явление, и ни на одном из них
не остановился. С явлением жесткости или частичной жесткости связаны
интересные следствия — как позитивные, так и негативные.

Рассмотрим нерастяжимую нить с закреплёнными концами. Соответ-
ствующие краевые условия имеют вид

x

∣∣∣∣
s=0

= a, x

∣∣∣∣
s=`

= b, (17.37)

где a и b — известные точки пространства R3. Очевидно, что при этом
должно быть выполнено условие

|a− b| ≤ `, (17.38)

где ` — длина нити. Если |a − b| > `, то не существует ни одной вектор-
функции x(s, t), удовлетворяющей условию связи x′2 = 1 и краевым усло-
виям (17.37). Если же расстояние между точками a и b в точности рав-
но `, то, очевидно, существует лишь одна такая вектор-функция, соответ-
ствующая прямолинейному положению нити между точками a и b. Нить
не сможет двигаться! Это и есть явление жесткости. Более общее усло-
вие |a − b| ≤ ` назовем условием совместности связей (17.37) и x′2 = 1
(нерастяжимость).

Понятно, что всякий раз, когда назначаются условия связей, нужно по-
заботиться об их совместности (непротиворечивости), не то получится, что
движение невозможно, и мы ставим задачу с пустым содержанием. Если
связи совместны, то всё равно может случиться, что им удовлетворяет лишь
одно положение системы или некоторый дискретный набор положений, а
движение все-таки невозможно.

Более интересно явление частичной жесткости. Если система имеет
конечное число степеней свободы, скажем, объемлющее пространство
есть Rn, и наложено конечное число r связей, то в условиях невырожден-
ности размерность k конфигурационного пространства системы есть n− r.
Если же оказалось, что k < n− r, то скажем, что система частично жест-
кая, а величина n− r − k есть мера этой жесткости.
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Особенно интересен тот случай, когда и размерность объемлющего про-
странства, и количество связей бесконечны. В результате может получить-
ся, что система имеет конечное число степеней свободы. Именно эта ситу-
ация возникает в задаче о движении абсолютно твёрдого тела (например, в
R3). Связи в этом случае требуют, чтобы расстояния между любыми дву-
мя точками тела оставались неизменными в ходе движения. В результате
оказывается, что конфигурационное пространство конечномерно, именно
шестимерно, число степеней свободы твердого тела равно 6. Если же одна
точка тела закреплена, то получается система с тремя степенями свободы.
А когда закреплены две точки, то остается одна степень свободы — тело
может лишь вращаться вокруг оси, проходящей через эти две (ну, конечно,
различные) точки.

Кстати, именно по этой, довольно формальной причине, динамика абсо-
лютно твердого тела попадает в курсы классической механики, а не в курсы
механики сплошной среды. Дальше я собираюсь рассмотреть задачу о дви-
жении твердого тела подробнее.

Динамика нити с одним закрепленным концом. Рассмотрим абсо-
лютно гибкую нерастяжимую нить с закрепленным левым концом, и пусть
к её правому концу приложено растягивающее усилие T = T i, см. Рис. 8.
Правый конец подвижен, но ему разрешается перемещаться лишь вдоль
оси x1. Нетрудно представить себе, каким образом можно практически
обеспечить изображенный на Рис. 8 способ приложения нагрузки: доста-
точно прикрепить к жесткому шарниру на правом конце нити еще одну нить,
перебросить её через ворот и к её свободному концу подвесить груз, см.
Рис. 9. Мы предположим, что все виды трения пренебрежимо малы (чест-
нее говорить: отсутствуют, равны нулю), и что эта дополнительная нить (а
может, стержень или трубка, через которую пропущена нить) остается всё
время параллельной оси x1.

Уравнение движения можно вывести из принципа Гамильтона. Система
эта натуральна, её лагранжиан L есть разность между кинетической энер-
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гией Ek и потенциальной энергией V :

L = Ek − V. (17.39)

В определении лагранжиана пришлось изменить обозначение, так как бук-
ва T занята — общепринято через T обозначать растягивающее усилие. В
предположении, что нить однородна, и погонная масса нити ρ (она же —
линейная плотность) равна единице, кинетическая энергия задается равен-
ством

Ek =
1
2

`∫
0

ẋ2(s, t)ds. (17.40)

При этом x = x(s, t), s ∈ [0, `], t ∈ R — параметрическое уравнение
положения нити в момент t, ` — её длина. Потенциальная энергия V , свя-
занная с заданным растягивающим усилием T, имеет вид

V = −Tx1(`, t). (17.41)

Действие по Гамильтону определяется теперь равенством

S =
t2∫

t1

Ldt =
t2∫

t1

(Ek − V )dt. (17.42)

Наряду с условием нерастяжимости

x′
2(s, t) = 1, (17.43)
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к числу связей относятся также краевые условия на левом конце и два усло-
вия на правом конце нити:

x

∣∣∣∣
s=0

= 0, x2

∣∣∣∣
s=`

= 0, x3

∣∣∣∣
s=`

= 0. (17.44)

Еще одно условие на правом конце получится далее из самого принципа
Гамильтона как естественное.

Согласно принципу Гамильтона для систем со связями δS = 0. Для
деформаций уравнения связей (17.43), (17.44) должны быть выполнены, а
вариация δx должна удовлетворять условиям, получающимся при варьи-
ровании равенств (17.43), (17.44)

x′ · δx′ = 0, (17.45)

δx

∣∣∣∣
s=0

= 0, δx2

∣∣∣∣
s=`

= 0, δx3

∣∣∣∣
s=`

= 0. (17.46)

Равенство δS = 0, согласно (17.42), имеет вид

t2∫
t1

`∫
0

ẋ · δẋdsdt + T

t2∫
t1

δx1(`, t)dt = 0. (17.47)

Как и ранее, проводим в первом слагаемом (17.47) интегрирование по ча-
стям, а затем дифференцированием по t2 избавляемся от интеграла по вре-
мени. В результате получим соотношение

`∫
0

−ẍ · δx ds + Tδx1(`, t) = 0, (17.48)

которое должно выполняться в каждый момент t (мы заменили t2 на t).
Из уравнения (17.45), умножая его на множитель Лагранжа λ = λ(s, t),

после интегрирования по частям получаем

−
`∫

0

(λx′)′ · δx ds + λx′ · δx

∣∣∣∣`
0

= 0. (17.49)

С учетом условий (17.46) имеем

−
`∫

0

(λx′)′ · δx ds + λx′1δx1

∣∣∣∣
s=`

= 0. (17.50)
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Вычитая это равенство из (17.48), получаем

`∫
0

(
−ẍ + (λx′)′

)
· δx ds + (T − λx′1)δx1

∣∣∣∣
s=`

= 0. (17.51)

Применяя стандартное рассуждение, связанное с переходом к вариациям
δx, исчезающим на границе, снова получаем уравнение движения нити

ẍ = (λx′)′, (17.52)

а затем, возвращаясь к произвольным вариациям, удовлетворяющим усло-
виям (17.45) и (17.46), и учитывая, что δx1

∣∣
s=`

может быть произвольным,
получаем естественное краевое условие на правом конце

λx′1

∣∣∣∣
s=`

= T. (17.53)

Таким образом, уравнение движения (17.52) остается прежним. Вообще,
уравнения движения, как легко понять, не меняются при переходе к новым
краевым условиям. Также должно выполняться условие нерастяжимости
нити (17.43), а краевые условия задаются равенствами (17.44) и (17.53).

Конечно, краевое условие (17.53) можно вывести и непосредственно,
заодно лучше поняв его механический смысл. Для этого нужно разложить
заданное растягивающее усилие T, см. Рис. 8, на сумму двух компонент, од-
на из которых ортогональна линии действия усилия — оси x1, а другая —
касательна к нити и равна (T · x′)x′ = (Tx′1)x

′ в точке s = `. Ортого-
нальная к оси x1 компонента уравновешивается реакцией связи (x2 = 0,
x3 = 0 при s = `) и в дальнейшем не участвует. Касательная же к нити
компонента дает растягивающее усилие λx′ на конце нити. Таким образом,
должно быть выполнено равенство

λx′ = (T · x′)x′, (17.54)

что совпадает с (17.53).
Присмотримся к краевому условию (17.53). Из него следует не слишком

приятный вывод: продольное усилие λ при s = ` оказывается бесконечно
большим, если x′1

∣∣
s=`

= 0 в некоторый момент t. Равенство x′1
∣∣
s=`

= 0
означает, что нить в точке s = ` ортогональна к оси x1. Реакция связи
(17.44) (x2 = 0, x3 = 0), если она идеальна, тоже ортогональна оси x1.
Выходит, что растягивающее усилие T, действующее вдоль оси x1, ничем
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не уравновешено. Мы пришли к парадоксальному выводу. Что же происхо-
дит на самом деле? Во-первых, ясно, что наша модель уже не может опи-
сать поведение реальной системы при t > t0, если в момент t = t0 оказа-
лось, что x′1

∣∣
s=`

= 0. Как бы ни была мала масса той конструкции на Рис.
9 («держалки») и самой нити, именно она определяет движение нити в мо-
мент времени сразу после t = t0. Построенная нами модель сама заявляет
о своей несостоятельности и требует включить дополнительную информа-
цию. Нетрудно показать (попытайтесь!), что с учетом массы «держалки»
краевое условие (17.53) при s = ` должно быть заменено более общим:

mẍ1 = T − λx′1. (17.55)

Здесь m — масса «держалки», а уравнение (17.55) получается примене-
нием II-го закона Ньютона; массой нити мы по-прежнему пренебрегаем,
считая, что она «много меньше» (так обычно говорят, хотя точнее было бы
сказать «во много раз меньше»). Подробнее о задачах с краевыми услови-
ями типа (17.55) рассказано в работе [54].

Было бы «математической глупостью», применяя нашу модель на прак-
тике, совсем забыть о той компоненте усилия T, которая уравновешива-
ется реакцией связи. Если она оказывается слишком большой, то связь
может разорваться, и условия применимости нашей модели будут наруше-

ны. А потому докажите, что эта реакция равна вектору
T

x′1
(0,−x′2,−x′3).

Его абсолютная величина есть T
√

1
x′21

− 1. Она обращается в ноль, когда

|x′1| = 1 при s = ` (нить касается оси x1 в точке s = `), и стремится к
бесконечности при x′1 → 0 (нить ортогональна к оси x1 при s = `).

Подведем итог. В условиях, соответствующих Рис. 8, уравнение движе-
ния нити и условие её нерастяжимости имеют вид

ẍ = (λx′)′, (17.56)

x′
2 = 1. (17.57)

Соответствующие краевые условия суть

x

∣∣∣∣
s=0

= 0, (17.58)

x2

∣∣∣∣
s=`

= 0, x3

∣∣∣∣
s=`

= 0, λx′1

∣∣∣∣
s=`

= T. (17.59)

Напомню, что третье краевое условие (17.59) выполняется лишь в пред-
положении, что x′1(`, t) 6= 0 для всего интервала времени t, на котором
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рассматривается движение нити. Если же оно нарушается, придется перей-
ти к более общему краевому условию типа (17.55).

Начальные условия состоят в задании положения нити и поля скоростей
составляющих её точек при t = 0:

x

∣∣∣∣
t=0

= x0(s), ẋ

∣∣∣∣
t=0

= v0(s). (17.60)

Как всегда при наличии связей, начальные данные должны быть с ними со-
гласованы. Начальное положение x0 должно удовлетворять условию нерас-
тяжимости нити (17.57) и краевым условиям (17.58) вместе с первыми дву-
мя условиями (17.59):

x0′2(s) = 0, (17.61)

x0

∣∣∣∣
s=0

= 0, x0
2

∣∣∣∣
s=`

= 0, x0
3

∣∣∣∣
s=`

= 0. (17.62)

Начальное поле скоростей должно быть подчинено условиям, получаемым
дифференцированием уравнений связи по t при t = 0:

x0 ′ · v0 = 0, (17.63)

v0

∣∣∣∣
s=0

= 0, v0
2

∣∣∣∣
s=`

= 0, v0
3

∣∣∣∣
s=`

= 0. (17.64)

18. Уравнение колебаний струны

Удивительное дело — едва ли не во всех распространенных учебниках
по математической физике уравнение поперечных колебаний струны выво-
дится некорректно — и с физической, и с математической точки зрения.
Некоторым исключением является лишь классическая книга Р. Куранта и
Д. Гильберта [18].

Линейное уравнение струны описывает малые, а точнее говоря, беско-
нечно малые колебания около её прямолинейной формы равновесия. Обыч-
но вне обсуждения остается вопрос о законности перехода от более точных
нелинейных уравнений к линеаризованным. Для уравнений гиперболиче-
ского типа, описывающих волновые процессы, эта проблема все ещё со-
ставляет немалую трудность. К тому же, в механике и в математической
физике нередко случается, что истинные нелинейные уравнения вообще вы-
падают из поля зрения, не выписываются явно, и остается неясным, какую,
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собственно говоря, задачу мы решаем приближенно, переходя к линейным
уравнениям. Сама проблема исследования взаимосвязи между решениями
нелинейных и соответствующих им линеаризованных уравнений «замета-
ется под ковер». Случается, что к линейному уравнению струны дописыва-
ются довольно произвольно нелинейные слагаемые, и такие уравнения на-
зываются уравнениями нелинейной струны (пример: utt − uxx + u3 = 0).
Разумеется, подобные уравнения бывают очень интересными, описывают
разнообразные волновые процессы, служат хорошими моделями, помога-
ющими понять роль нелинейности в проблеме распространения волн. И
всё-таки можно довольно уверенно предположить, что не искусственно со-
ставляемые уравнения, а фундаментальные модели, выводимые из «первых
принципов» (таких, как закон сохранения энергии, закон возрастания эн-
тропии в замкнутой системе, принцип Гамильтона), лучше описывают яв-
ления реального мира и оказываются проще для исследования. В истории
науки не раз бывало, что модели, составленные по принципу их (кажущейся
на первый взгляд!) простоты, на деле оказываются как раз наиболее слож-
ными, вырожденными и трудно поддающимися анализу. Я говорю это как
некоторое оправдание рассмотренной дальше, внешне довольно сложной
системы уравнений абсолютно гибкой нити, которая при линеаризации и
порождает уравнение струны. Проблема обоснования законности линеа-
ризации здесь отнюдь не проста и на сегодняшний день остается открытой.

Дальше мы увидим, что уравнение струны получается как уравне-
ние малых колебаний нити, растягиваемой продольной силой, око-
ло её прямолинейного положения равновесия. Определенная тонкость
постановки этой задачи связана с необходимостью как-то обойти эффект
жесткости связи. Имеются разные способы снятия жесткости. Можно бы-
ло бы рассмотреть растяжимую нить, отказавшись вовсе от условия связи
(довольно интересно проделать это подробно). Оставаясь в рамках меха-
ники систем со связями, интересно (и идейно) рассмотреть минимальное
ослабление связей, допустив подвижность одного из концов нити и сохра-
нив условие её нерастяжимости. По этому пути мы теперь и пойдем. Еще
один вариант вывода уравнения струны возникает, когда рассматривается
нить переменной длины — скажем, длинная нитка, у которой один конец
закреплен, пропущена через игольное ушко и растягивается заданной си-
лой, а мы следим за событиями лишь по одну сторону от игольного ушка. К
этой задаче я надеюсь вернуться позднее.

Прямолинейное равновесие нити и его возмущения. Довольно оче-
видно, что система уравнений и краевых условий (17.56)–(17.59) допуска-
ет решение, не зависящее от времени и отвечающее прямолинейной форме
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равновесия нити:

x̄1 = s, x̄2 = 0, x̄3 = 0, λ̄ = T. (18.1)

Первые три соотношения говорят, что нить располагается вдоль оси x1 —
линии действия силы T. Величина λ̄ после этого определяется из уравнения
(17.56).

Для произвольного решения (x, λ) положим

x = x̄ + u, λ = λ̄ + µ, (18.2)

где x̄ = (s, 0, 0) = si (i — координатный орт оси x1), λ̄ = T . Вектор-
функция u(s, t) называется возмущением формы равновесия x̄, а функция
µ(s, t) — возмущением продольного усилия λ̄ = T .

Подставляя выражения (18.2) в уравнения и краевые условия (17.56)–
(17.59), получим нелинейную систему для возмущений u, µ

ü = (Tu′ + µi + µu′)′, (18.3)
2u′1 + u′ 2 = 0, (18.4)

u

∣∣∣∣
s=0

= 0, (18.5)

u2

∣∣∣∣
s=`

= 0, u3

∣∣∣∣
s=`

= 0, µ + (T + µ)u′1

∣∣∣∣
s=`

= 0. (18.6)

Характерной чертой уравнений возмущений является наличие тривиально-
го решения, в данном случае это u = 0, µ = 0. Действительно, когда возму-
щения исчезают, мы возвращаемся к известному решению — равновесию
(18.1).

Вывод уравнения колебаний струны. Линеаризуем систему (18.3)–
(18.6). Это значит — в каждом из этих уравнений оставим лишь линейные
члены, а чисто нелинейные относительно µ и u, например, µu′, u′2 и т. п.
отбросим. В результате придём к линеаризованной системе

ü = (Tu′ + µi)′, (18.7)
u′1 = 0, (18.8)

u

∣∣∣∣
s=0

= 0, (18.9)

u2

∣∣∣∣
s=`

= 0, u3

∣∣∣∣
s=`

= 0, µ + Tu′1

∣∣∣∣
s=`

= 0. (18.10)

Разумеется, уравнения, которые были линейными и однородными, остались
без изменения.
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Как видим, переход от нелинейнных уравнений к линеаризованным —
довольно грубая операция. При использовании линеаризованных уравне-
ний можно надеяться лишь на описание движений, достаточно близких к
основному режиму. Когда речь идет об уравнениях в частных производных,
неизбежно встает вопрос и о том, в каком смысле понимается близость ре-
шений полной системы и линеаризованной. Например, отбрасывая в (18.4)
слагаемое u′2 и переходя к (18.8), приходится предполагать, что не просто
возмущение u, но и его производная достаточно малы. Нелегко определить,
что значит «достаточно». Когда математики произносят такие слова, то это
означает лишь, что существует или должна существовать такая положи-
тельная константа η > 0, что при условии |u′| < η известна некоторая
хорошая оценка разности между решениями двух систем. Даже когда тео-
рия установила, что такая константа η существует, обычно бывает непросто
получить для неё хорошие оценки. В конце концов, как правило, приходит-
ся прибегать к численному или натурному эксперименту.

Замечу еще, что во многих случаях никак нельзя ожидать, что решения
полной нелинейной задачи остаются близкими неограниченно долго. Мы
можем потребовать, чтобы возмущения были малы в начальный момент.
Если окажется, что соответствующее решение линеаризованной системы
неограниченно возрастает со временем, то очевидно, что исходное пред-
положение о малости отброшенных слагаемых нарушается. При этом, во
многих случаях удается строго доказать — для обыкновенных дифферен-
циальных уравнений это сделал А. М. Ляпунов, — что подобное поведение
решений линеаризованной системы означает неустойчивость основного ре-
шения полной системы.

Результаты Ляпунова о законности линеаризации в проблеме устойчи-
вости перенесены и на некоторые классы бесконечномерных задач, см. [11],
[58]. Однако в рассматриваемой нами сейчас проблеме, как и во многих
других аналогичных проблемах о нелинейных колебаниях, вопрос о закон-
ности линеаризации до сих пор не рассмотрен. Тем более замечательно, что
многие выводы, вытекающие из анализа уравнения колебаний струны, пре-
красно подтверждаются опытом. Тут даже хочется чуть-чуть пофилософ-
ствовать и спросить, не относится ли это вообще ко всем математическим
проблемам естествознания. Ведь каждый раз при построении математиче-
ской модели приходится пренебрегать столь многими факторами, что сов-
падение теоретических выводов с экспериментом выглядит просто как чудо.
Быть может, самое сильное переживание исследователя — видеть, как экс-
периментальные точки ложатся на теоретический график (или точки, рас-
считанные по теории, ложатся на экспериментальный график).



156 В. И. Юдович. Математические модели естествознания

Вернемся, однако, к системе (18.7)–(18.10). Из (18.8) следует, что u1 не
зависит от s, а тогда, согласно краевому условию (18.9), u1 ≡ 0. С учетом
этого факта векторное уравнение движения (18.7) в координатной форме
примет вид

0 = µ
′, (18.11)

ü2 = Tu′′2, (18.12)
ü3 = Tu′′3. (18.13)

Из (18.11) и краевого условия (18.10) следует, что µ = 0, так что в при-
нятом приближении сила натяжения нити остается равной T . Уравнения
(18.12) и (18.13) имеют одну и ту же форму — это уравнение поперечных
колебаний струны. Мы его запишем в виде

ü = c2u′′, (18.14)

где c2 — квадрат скорости распространения поперечных волн

c2 =
T

ρ
. (18.15)

Раньше мы принимали погонную массу нити ρ (она еще называется линей-
ной плотностью) равной единице. Вообще, она появляется как множитель
в левой части уравнений (18.12), (18.13), откуда и получается выражение
(18.15). Глядя на эту формулу, особенно ясно, что упругость нити тут не при
чем, странно, что этого не заметили авторы многих учебников.

Предыдущий вывод дал также краевые условия для уравнения струны
(18.14), см. (18.9), (18.10): u2 и u3 должны исчезать на концах. Опуская
индексы, запишем эти условия первого рода для уравнения (18.14):

u

∣∣∣∣
s=0

= 0, u

∣∣∣∣
s=`

= 0. (18.16)

Другие краевые условия. Помимо условий первого рода (18.16), для
уравнений струны часто используются также краевые условия второго и
третьего рода. Они соответствуют иным способам закрепления подвижного
правого конца нити.

Пусть на правый конец нити действует внешняя сила с известной потен-
циальной энергией ϕ(x(`)). Например, можно себе представить, что нить
прикреплена к подвижному шарниру на твердой подставке, а последняя
приделана к подвижной платформе, но не жестко, а при помощи упругих
пружин, см. Рис. 10.
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Рис. 10

В этом случае краевое условие при s = ` примет вид

λx′
∣∣∣∣
s=`

= − grad ϕ(x)
∣∣∣∣
s=`

. (18.17)

Предположим, что потенциальная энергия ϕ такова, что нелинейная систе-
ма уравнений движения нити допускает равновесие (18.1): x̄1 = s, x̄2 = 0,
x̄3 = 0, λ̄ = T . Это налагает на функцию ϕ ограничения

ϕx1(`, 0, 0) = −T, ϕx2(`, 0, 0) = 0, ϕx3(`, 0, 0) = 0. (18.18)

Поворотом осей x2, x3 можно добиться исчезновения слагаемого с x2x3 в
выражении потенциальной энергии (привести квадратичную форму от x2,
x3 к главным осям). При таком выборе осей x2, x3 разложение Тейлора
функции ϕ в точке (`, 0, 0) принимает вид

ϕ(x) = T (`− x1) (18.19)

+
1
2

[
k1(`− x1)2 + k2x

2
2 + k3x

2
3

]
+q2(`− x1)x2 + q3(`− x1)x3 + . . . .

Здесь опущены члены степени 3 и выше.
Переходя к возмущениям равновесия (18.1), т. е. полагая x(s, t) = x̄ +

u(s, t), λ(s, t) = T + µ(s, t), запишем краевое условие (18.17) при s = ` в
виде

(T + µ)(i + u′) = − grad ϕ(` + u1, u2, u3). (18.20)
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Здесь через uk обозначено uk(`, t), k = 1, 2, 3. В координатах имеем со-
отношения

(T + µ)(1 + u′1) = −ϕx1(` + u1, u2, u3),
(T + µ)u′2 = −ϕx2(` + u1, u2, u3),
(T + µ)u′3 = −ϕx3(` + u1, u2, u3).

(18.21)

Правые части вычисляем при помощи равенства (18.19). Имеем

ϕx1(` + u1, u2, u3) = −T + k1u1 − q2u2 − q3u3,
ϕx2(` + u1, u2, u3) = k2u2 − q2u1,
ϕx3(` + u1, u2, u3) = k3u3 − q3u1.

(18.22)

Линеаризация соотношений (18.21) дает краевые условия для струны

Tu′1 + µ = −k1u1 + q2u2 + q3u3,
Tu′2 = −k2u2 + q2u1,
Tu′3 = −k3u3 + q3u1.

(18.23)

Линеаризация условия нерастяжимости на равновесии (18.1) дает по-преж-
нему равенство u′1(s, t) = 0, что вместе с краевым условием (18.16) при-
водит к u1(s, t) = 0. Уравнения (18.23) поэтому записываются в виде

µ = q2u2 + q3u3,
Tu′2 = −k2u2,
Tu′3 = −k3u3.

(18.24)

Как и раньше, первое условие служит для определения величины µ, а осталь-
ные два дают краевые условия при s = ` для уравнений струны. При k2 6= 0
и k3 6= 0 — это условия 3-го рода, которые, опуская индексы, можно за-
писать в виде

u′(`, t) = −βu(`, t), β =
k

T
. (18.25)

Нетрудно понять, что величины k2 и k3 суть не что иное как жесткости
упругих элементов (пружин), удерживающих точку опоры правого конца
нити s = ` вблизи оси x1. Таким образом, условия 3-го рода соответствуют
упругому закреплению конца нити около линии действия растяжения. Ко-
гда нить очень сильно натянута (в пределе T → ∞), или когда жесткость
пружины очень мала (k → 0), то есть при β = 0 условие (18.25) — второго
рода.

Неоднородная нить и неоднородная струна. Если линейная плот-
ность нити ρ = ρ(s) не постоянна, то ее кинетическая энергия принимает
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вид

Ek =
1
2

`∫
0

ρ(s)ẋ2(s, t)ds, (18.26)

и уравнение движения есть

ρ(s)ẍ = (λx′)′. (18.27)

Некорректность задачи о сжатой нити. Выше мы предполагали, что
нить растягивается внешней нагрузкой и T > 0. Однако ничто не меша-
ет, как-будто, проделать все предыдущие выводы и при T < 0 — когда
внешняя сила сжимает нить. В результате, однако, вместо гиперболическо-
го уравнения струны получается (пусть линейная плотность ρ = const)
уравнение эллиптического типа

ü + ku′′ = 0, k = −T

ρ
> 0, (18.28)

которое несущественно отличается от уравнения Лапласа (а при k = 1)
совпадает. Хорошо известно (см., например, [28]), что задача Коши для
уравнения (18.28) некорректна. Решение при начальных условиях

u

∣∣∣∣
t=0

= u0(s), u̇

∣∣∣∣
t=0

= v0(s) (18.29)

даже для C∞-гладких функций u0(s), v0(s), как правило, не существует, а
если и существует, то малейшее начальное возмущение чрезвычайно быст-
ро возрастает по времени и за конечное время уходит на бесконечность. Это
показывает, что сжатая нить ужасающе неустойчива.

Снова модель заявляет нам о своей неадекватности. На сей раз к кор-
ректной задаче можно прийти, если учесть сопротивление реальной нити
изгибу. Это соответствует добавлению потенциальной энергии, зависящей
от кривизны κ = x′′, точнее, от ее квадрата:

Vb =
`∫

0

f(κ)ds (18.30)

с заданной функцией f . В простейшем варианте полагают f(κ) = D
2 κ2,

D > 0. В итоге получается модель несжимаемого стержня (балки).
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Было бы очень интересно рассмотреть динамику балки при очень малой из-
гибной жесткости D и понять, возможно ли, и в каком смысле, осуществить
предельный переход при D → 0. Я ожидаю, что лишь привлечение мето-
дов теории вероятности поможет описать эту весьма сложную динамику, не
поддающуюся детерминированному анализу.

О необходимом числе краевых условий и практическом значении
теорем единственности. Постановка краевых условий на подвижном кон-
це нити — непростое дело, в особенности, если мы хотим не только полу-
чить корректную математическую модель, а намереваемся описать реаль-
ную ситуацию — скажем, колебания струн гитары и скрипки или электри-
ческого провода между двумя столбами. Разумеется, те схемы закрепле-
ния подвижного конца нити, которые изображены на Рис. 8–10, не следует
понимать слишком буквально, они приведены лишь для иллюстрации. На-
пример, пружинки просто означают, что в точке опоры действует упругая
сила, которая стремится возвратить конец нити в его равновесное положе-
ние. Эта сила зависит только от величины отклонения — линейно (по Гуку)
или нелинейно.

Дальше я еще собираюсь обсудить иной вариант закрепления и рас-
смотреть «нить, продетую сквозь игольное ушко» или тонкую трубку. Прин-
ципиальное отличие этого способа закрепления от всех предыдущих состо-
ит в том, что на сей раз длину нити нельзя считать фиксированной, потому
что мы держим под наблюдением лишь её часть. В итоге задача попадает в
тот разряд моделей, которые описывают системы с переменным составом
частиц. Аналогичные проблемы возникают в гидродинамике, когда изуча-
ется движение жидкости в некоторой известной области, граница которой
или, по крайней мере, её часть проницаема для жидкости. В результате ча-
стицы жидкости могут входить в область извне и уходить из неё. Принцип
Гамильтона неприменим к системам с переменным составом материальных
частиц.

Обсудим парадоксальное различие между краевым условием (17.24) на
свободном конце нити (λ

∣∣
s=`

= 0) и краевым условием (17.59) в случае,
когда нить растягивается (x2 = 0, x3 = 0, λx′1 = T , T > 0 при s = `).
Почему в случае растяжения (T > 0) необходимо три краевых условия, а
если его нет (T = 0), то достаточно одного? А может быть, и на свободном
конце нужны дополнительные условия?

Такого рода сомнения разрешает лишь теорема единственности реше-
ния начально-краевой задачи. Если при поставленных условиях её удает-
ся доказать, то это, безусловно, означает, что никаких иных условий ста-
вить не нужно. Замечу, что теорема существования, напротив показывает,
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что поставленные условия непротиворечивы, нет лишних условий, которые
следовало бы отбросить.

Доказательства теорем единственности и теорем существования реше-
ния различных начально-краевых задач для нити технически довольно слож-
ны, а глобальные теоремы существования вообще неизвестны.

Здесь я ограничусь простейшим случаем, когда в начальный момент
нить неподвижна, а её форма может быть произвольной. Итак, рассмотрим
случай начальных условий

x

∣∣∣∣
t=0

= x0(s), ẋ

∣∣∣∣
t=0

= 0 (18.31)

для всех s ∈ [0, `]. Краевые условия соответствуют закреплённому левому
концу и свободному правому

x

∣∣∣∣
s=0

= 0, λ

∣∣∣∣
s=`

= 0. (18.32)

Докажем, что уравнение движения нити ẍ = (λx′)′, подчинённой тре-
бованию нерастяжимости x′2 = 1 и условиям (18.31), (18.32), имеет
единственное решение x(s, t) = x0(s), λ(s, t) = 0.

Доказательство. Умножив уравнение движения (17.52) на ẋ и интегри-
руя по s, выводим

1
2

d

dt

`∫
0

ẋ2ds = λx′ẋ

∣∣∣∣`
0

−
`∫

0

λx′ẋ′ds. (18.33)

Внеинтегральные члены обращаются в ноль в силу краевых условий (18.32);
так как x

∣∣
s=0

= 0, также и ẋ
∣∣
s=0

= 0. Дифференцируя по t уравнение свя-

зи x′2 = 1, получаем равенство

x′ · ẋ′ = 0, (18.34)

из которого следует, что интеграл в правой части (18.33) также равен нулю.
Таким образом,

d

dt

`∫
0

ẋ2ds = 0. (18.35)

Из этого равенства и начального условия (18.32), следует, что ẋ ≡ 0. Вы-
ходит, что x(s, t) = x(s), а от t не зависит. Поэтому x(s, t) = x(s, 0) =
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x0(s) для всех t и s, ввиду начального условия (18.31). Наше утверждение,
таким образом, доказано.

Разумеется, «физически очевидно», что нить, на которую не действу-
ют никакие силы, вечно остается в покое при любой её начальной форме
(начальное поле скоростей — нулевое). Математик, однако, обязан по-
добные утверждения проверять, исходя из построенной модели, что хо-
тя бы в какой-то мере подтверждает ее правильность. Физики, часто вы-
ступая против «теорем существования» (я поставил кавычки, потому что
они обычно имеют в виду вообще чрезмерно педантичные обоснования, и
нередко в этом бывают правы), обычно признают полезность теорем един-
ственности. Когда некоторое решение удается получить, приятно знать, что
нет других решений. Тут все согласны. Впрочем, фон Карман утверждал,
что физики обычно пишут правильные дифференциальные уравнения дви-
жения, но никогда не пишут правильно краевые условия.

19. Специальная теория относительности Эйнштейна

Теория относительности хорошо изложена во многих книгах — см. «Тео-
рия поля» Л. Д. Ландау и Е. М. Лифшица [21], «Теория относительности»
Вольфганга Паули [34]. Последний труд был написан 20-летним студентом,
был очень высоко оценен, попал в физическую энциклопедию и до сих пор
является одним из лучших обзоров раннего периода развития этой теории.
А всё-таки я рекомендую начать с чтения работы самого А. Эйнштейна «К
электродинамике движущихся сред», она сейчас легко доступна [52].

В основе теории Эйнштейна лежат два постулата.
1. Постулат относительности. Постулируется существование трехпа-

раметрического семейства систем отчета, называемых инерциальными, в
которых все законы природы «выглядят одинаково». Все эти системы дви-
жутся друг относительно друга поступательно с постоянной скоростью
(3 параметра — три компоненты этой скорости).

Этот постулат далее конкретизируется посредством указания преобра-
зований перехода от одной системы отсчета к другой. Таковыми оказывают-
ся преобразования Лоренца. Эйнштейн понял, что электромагнитное поле
столь тесно связано с пространством и временем, что его свойства инва-
риантности суть не что иное, как свойства инвариантности пространства и
времени.

2. Постулат постоянства скорости света. Во всех инерциальных си-
стемах отсчета скорость света c в вакууме одна и та же и равна (с хорошей
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точностью) 3 · 1010 см/сек. Более точное значение: c = 2.99792 · 1010

см/сек.
Этот постулат кажется особенно поразительным, поскольку мы уж очень

привыкли к галилееву правилу сложения скоростей. Его «эксперименталь-
ное обоснование» парадоксально и состоит, по Эйнштейну, в том, что ни-
кто не наблюдал стоячих электромагнитных волн. А если бы выполнялись
обычные правила Галилея, то, как кажется, электромагнитные волны в над-
лежащей движущейся системе координат остановились бы.

Сейчас уже почти забыт замечательный популяризатор науки, особенно
астрономии, Камилл Фламмарион. Возможно, он вообще был первым по-
пуляризатором, автором–изобретателем жанра. Иногда он немного откло-
нялся от популяризации в сторону фантастики. В одной его книге космиче-
ский путешественник летит в космическом корабле со скоростью, большей
скорости света и наблюдает события на Земле в обратном порядке. Убитый
Цезарь поднимается, Брут и Кассий разбегаются от него, прячут ножи, и
т. д. Скоро мы увидим, что движение со сверхсветовой скоростью невоз-
можно. Интересно заметить, что и другое экспериментальное обоснование
специальной теории относительности столь же парадоксально и состоит в
том, что попытки обнаружить так называемый эфирный ветер, «обдуваю-
щий» Землю, привели к отрицательному результату. Эфир — гипотетиче-
ская среда, заполняющая все пространство, колебания которой и представ-
ляют собой электромагнитные волны. Примечательно, что целью Майкель-
сона, который в течение десятилетий проводил все более точные экспери-
менты, было как раз обнаружение эфира. Эксперименты, однако, приве-
ли к выводу, что эфир не существует. Казалось бы, логика развития нау-
ки такова, что, основываясь на результатах опытов Майкельсона (а также
Майкельсона-Морли и ряда других, аналогичных), Эйнштейн и вывел свой
постулат. Нередко так логично и излагают эту историю в книгах. Однако
сам Эйнштейн утверждал, что до публикации его знаменитой статьи он ни-
чего не слышал об опытах Майкельсона. Мне лично кажется, что сообра-
жение об отсутствии стоячих электромагнитных волн — посильнее любых
конкретных экспериментальных результатов. Поражает также положенное
в основу работы Эйнштейна убеждение физика, что электромагнитное по-
ле столь интимно связано с пространством и временем, что его свойства,
собственно говоря, и есть свойства пространства и времени.

Возвращаясь от общей философии к делу, посмотрим, какие следствия
вытекают из 2-го постулата. Представим себе, что зафиксирована неко-
торая инерциальная система отсчета (декартова система координат x1, x2,
x3 и время t). Замечу, что возможность пользоваться единой для всего про-
странства декартовой системой координат характерна (постулируется) для
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специальной теории относительности. В общей теории относительно-
сти, называемой также теорией гравитации, приходится рассматривать
неевклидово пространство, обладающее кривизной.

Теперь введем подвижную систему координат x′1, x′2, x′3 и соответству-
ющее ей время t′. Предположим, что в начальный момент времени t = 0
обе системы координат совпадают. Будем предполагать, что "штрихован-
ная" система координат движется с постоянной скоростью v в направлении
оси x3. (Поостережемся, однако, использовать формулу x′3 = x3− vt — в
теории относительности она неверна!).

Теперь представим себе, что в начальный момент времени t = 0 (при
этом и t′ = 0) в общем начале координат двух систем вспыхнула лампочка,
возник источник электромагнитной волны. В исходной системе координат
её фронт (множество точек, до которых в момент времени t дошла волна)
задаётся уравнением

x2
1 + x2

2 + x2
3 − c2t2 = 0. (19.1)

Это сфера радиуса ct, где c — скорость света.
Но в подвижной системе координат уравнение этой поверхности, со-

гласно двум постулатам, можно записать в аналогичной форме

x′
2
1 + x′

2
2 + x′

2
3 − c2t′

2 = 0. (19.2)

Замечу, что с точки зрения подвижной системы координат свет достига-
ет границы сферы (19.1) неодновременно. Изменяется наш взгляд на при-
роду времени. События, которые происходят одновременно в некоторой си-
стеме отсчета оказываются не одновременными в другой, движущейся от-
носительно первой системе отсчета. одновременность событий относи-
тельна.

Эйнштейн предположил, что между старыми и новыми координатами
имеется линейная зависимость (это можно доказать при помощи теоре-
мы Мазура-Улама, см. Приложение 2). После линейной замены квадра-
тичная форма (19.2) перейдет в квадратичную форму от x1, x2, x3, t. Чтобы
при этом сфера (19.2) перешла в сферу (19.1), необходимо и достаточно
выполнение соотношения

x′
2
1 + x′

2
2 + x′

2
3 − c2t′

2 = κ(v)
(
x2

1 + x2
2 + x2

3 − c2t2
)

. (19.3)

Фронт волны есть физическая реальность, а системы координат мы вводим
сами. В (19.3) κ = κ(v) может зависеть лишь от v. Но "неподвижная"
система координат x1, x2, x3 двигается относительно подвижной системы
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координат x′1, x′2, x′3 со скоростью−v, поэтому должно выполняться также
равенство

x2
1 + x2

2 + x2
3 − c2t2 = κ(−v)

(
x′

2
1 + x′

2
2 + x′

2
3 − c2t′

2
)

. (19.4)

Сравнение этих двух равенств дает соотношение

κ(v) κ(−v) = 1. (19.5)

В специальной теории относительности сохраняются постулаты об одно-
родности и изотропности пространства. Изотропность, независимость
свойств пространства от направления движения, влечет равенство κ(v) =
κ(−v). Тогда из (19.5) следует, что κ2(v) = 1. Отсюда κ(v) = ±1. Знак
минус следует отбросить, потому что при v = 0 мы должны, очевидно,
иметь κ(0) = 1. Если еще предположить, что κ(v) непрерывно зависит от
v (физики обычно считают ниже своего достоинства упоминать о таких ма-
тематических «мелочах» — до тех пор, пока не произойдут большие непри-
ятности из-за разрывов), получается, что κ(v) = 1 для всех v. Выходит,
что координаты и время в двух рассматриваемых системах отсчета должны
быть связаны соотношением

x′
2
1 + x′

2
2 + x′

2
3 − c2t′

2 = x2
1 + x2

2 + x2
3 − c2t2. (19.6)

Связь между координатами и временем в двух системах отсчета разыски-
ваем теперь в виде

x′1 = x1

x′2 = x2

x′3 = αx3 + βt
t′ = γx3 + δt.

(19.7)

Константы α, β, γ, δ (зависящие от v) находятся из условия (19.6). Искомое
преобразование представляет собой известное преобразование Лоренца:

x′1 = x1,
x′2 = x2,

x′3 =
x3 − vt√

1− ε2
,

t′ =
t− v

c2
x3√

1− ε2
,

(19.8)
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где ε = v/c. К этим же формулам можно придти, разыскивая преобразо-
вания, относительно которых инвариантно волновое уравнение. Когда ско-
рость движения v мала по отношению к скорости света, то есть в пределе
ε → 0, преобразования Лоренца переходят в преобразования Галилея

x′1 = x1, x′2 = x2, x′3 = x3 − vt, t′ = t. (19.9)

Как видим, с математической точки зрения вывод соотношений (19.8)
весьма прост. Однако физические выводы поразительны. Оказывается, вре-
мя не абсолютно, в чем был уверен Ньютон, а зависит от движения выбран-
ной системы отсчета.

Раньше мы уже установили, что замена преобразований Галилея на пре-
образования Лоренца приводит к изменению закона сложения скоростей.
Например, рассмотрим еще одну систему координат, которая движется так-
же в направлении оси x3 с постоянной скоростью u по отношению к по-
движной системе координат. Тогда её скорость w по отношению к непо-
движной системе координат оказывается равной не v + u (как получилось
бы согласно преобразованиям Галилея), а определяется равенством

w =
v + u

1 +
uv

c2

. (19.10)

Сокращение длин и отрезков времени. Еще до развития теории от-
носительности Х. Лоренц и Дж. Фицджеральд для объяснения результатов
некоторых экспериментов ввели предположение о сокращении длины тел
в направлении их движения. Сначала казалось, что эффект Лоренца–
Фицджеральда является динамическим, и сокращение длин происходит
под действием некоторых неизвестных нам сил, скажем, сопротивления эфи-
ра движению тел. Возникала несколько смутная аналогия с движением тел
в воздухе или воде. Быть может, главное достижение А. Эйнштейна (так
считают многие физики) состоит в том, что он понял кинематический ха-
рактер всех основных релятивистских эффектов — просто (просто!) так
устроены пространство и время.

Теперь посмотрим, как непринужденно теория относительности объяс-
няет эффект Лоренца–Фицджеральда, а заодно предсказывает еще более
поразительный эффект сокращения отрезков времени. Ход времени зави-
сит от движения тел! Время течет по-разному в движущемся поступательно
с постоянной скоростью корабле и на «неподвижном» берегу. Это нелегко
было усвоить современникам.

Итак, представим себе, что в фиксированной («неподвижной») системе
координат имеется стержень, длины `, расположенный вдоль оси x3 между
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точками z1 и z2, так что z2 − z1 = `. Если теперь измерить длину этого
стержня в подвижной (штрихованной) системе координат в момент t′, то
получим

zi =
z′i + vt′√

1− ε2
, i = 1, 2, ε =

v

c
. (19.11)

Обозначим через `′ = z′2 − z′1 длину стержня в подвижной системе коор-
динат. Вычитая формулы (19.11) одну из другой, придем к равенству

` =
`′√

1− ε2
. (19.12)

Получается, что длина ` в неподвижной системе координат больше, чем
длина стержня в движущейся системе. Аналогично воспользуемся связью
между моментами времени t′1 и t′2. Имеем

ti =
t′i +

vz′

c2√
1− ε2

, i = 1, 2. (19.13)

Далее получаем соотношения между отрезком времени t2 − t1 и соответ-
ствующим отрезком времени t′2 − t′1 в движущейся системе координат

t2 − t1 =
t′2 − t′1√
1− ε2

. (19.14)

Эта простая формула влечет следствия, которые с большим трудом укла-
дываются в сознание. Вы, наверное, слышали о так называемом парадоксе
близнецов.

Представим себе, что один из двух близнецов садится в космический
корабль и путешествует на нем со скоростью, достаточно близкой к скоро-
сти света. Потом он возвращается на Землю. Формула (19.14) говорит, что

на Земле, к моменту его возвращения, прошло времени в
1√

1− ε2
больше,
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чем то время t′2− t′1, которое близнец-путешественник провел в своем кос-
мическом корабле. Таким образом, если ε достаточно близко к 1, то есть v
близко к c, на Земле могло пройти сколь угодно большое время. Писатели-
фантасты не раз эксплуатировали эту идею.

Высказывались и различные возражения против парадокса близнецов.
Главное из них состоит в том, что космический корабль, чтобы набрать ско-
рость v, должен двигаться ускоренно, а специальная теория относительно-
сти не может описать, что происходит в движущейся ускоренно системе.
Ответ другой спорящей стороны состоит в том, что корабль может набрать
скорость с очень малым ускорением, а затем находиться в свободном по-
лете со скоростью v значительно более долгое время. Разумеется, и тормо-
зить при посадке на Землю он должен с малым ускорением. Тогда условия
будут близки к тем, которые хорошо описываются теорией относительно-
сти. Другое возражение основывается на том, что при разгоне тела до ско-
рости, близкой к скорости света, нужно затратить невообразимо огромную
энергию. Ну, это уж не кажется таким принципиальным. Кстати, движение
в ускоренных системах координат прекрасно описывается общей теорией
относительности, и парадокс близнецов при этом сохраняется. Так что дело
лишь за экспериментальной проверкой на людях. На элементарных части-
цах «парадокс» полностью подтвержден.

Механика теории относительности. Я уже говорил раньше, что Эйн-
штейн развил кинематику теории относительности, обнаружив при этом но-
вые удивительные свойства пространства и времени. Но он пошел и даль-
ше, создав релятивистскую динамику. Ее специфика связана с отно-
сительностью времени, отсутствием абсолютного ньютоновского времени,
зависимостью времени от движения системы отсчета, естественно связан-
ной с движущимся телом или материальной частицей.

Нетрудно убедиться, что в теории относительности инвариантна следу-
ющая величина

(x̄1 − x1)2 + (x̄2 − x2)2 + (x̄3 − x3)2 − c2(t̄− t)2, (19.15)

которой присвоено несколько странное название «интервал». Здесь
(x1, x2, x3, t), (x̄1, x̄2, x̄3, t̄) — две точки в одной и той же системе отсче-
та. Каждая такая точка четырехмерного пространства называется (может,
чересчур пышно) событием. Разумеется, инвариантность в теории отно-
сительности, или релятивистская инвариантность, означает инвари-
антность относительно преобразования Лоренца. Лишь величины, не за-
висящие от нашего субъективного выбора системы отсчета, могут иметь
физический смысл.
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В случае, когда все приращения в (19.15) бесконечно малы, это выра-
жение принимает вид

dx2
1 + dx2

2 + dx2
3 − c2dt2. (19.16)

Оказывается естественным ввести собственное время τ движущейся по
произвольному закону xj = xj(t) точки, полагая

dx2
1 + dx2

2 + dx2
3 − c2dt2 = −c2dτ

2. (19.17)

Отсюда для определения функции τ = τ(t) получаем дифференциальное
уравнение

dτ

dt
=
√

1− ε2. (19.18)

Здесь ε = v/c, причем скорость v =
√

ẋ2
1 + ẋ2

2 + ẋ2
3 определяется по

заданному закону движения точки. Добавив начальное условие τ(0) = 0,
мы определим собственное время частицы однозначно.

Георг Минковский существенно упростил теорию, заметив, что после
введения комплексной (чисто мнимой) переменной x4 = ict, интервал
(19.15) преобразуется к сумме квадратов. После этого становится ясно, что
преобразование Лоренца получается попросту из преобразования враще-
ния четырехмерного пространства переменных x1, x2, x3, x4. При этом,
проводя многие аналитические выкладки, можно надолго забыть, что пере-
менная x4 играет особую роль (алгебра — сильная наука!), и вспомнить об
этом лишь тогда, когда нужно осмыслить окончательный ответ. Такое че-
тырехмерное пространство, с выделенной особо переменной x4, носит на-
звание четырехмерный мир Минковского. (К слову сказать, когда идут
дискуссии о том, является ли наше пространство трехмерным или четы-
рехмерным, а может, имеет большую размерность, то речь идет именно о
пространстве. Существование еще одной переменной t подразумевается.
В современной квантовой теории поля рассматриваются и варианты очень
больших размерностей: быть может, наше пространство 9-мерно или даже
20-мерно. Главным аппаратом в этой науке служит теория групп Ли.)

В механике (точнее, в динамике) теории относительности, как и в клас-
сической механике, работает принцип Гамильтона. Изменение, однако, со-
стоит в том, что вместо абсолютного времени, которого не существует, нуж-
но использовать собственное время движущейся материальной частицы.
Я ограничусь здесь случаем материальной частицы. Случай твердого тела
вызвал известные трудности в связи с невозможностью передачи «сигна-
ла» с произвольно большой скоростью. Ведь твердое тело целиком и мгно-
венно реагирует на движение любой его части. Трудности здесь разрешил
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П. Эренфест. Впрочем, Ландау считал, что твердые тела просто невозмож-
ны в теории относительности.

В четырехмерном пространстве Минковского определяется реляти-
вистский лагранжиан L = L(x, u, τ), где x = (x1, x2, x3, x4), u =
(u1, u2, u3, u4), τ — собственное время движения частицы, а величины uj

(j = 1, . . . , 4) суть компоненты релятивистской 4-скорости, определяемой
дифференцированием по τ (а не по t):

uj =
dxj

dτ
=

dxj

dt

1√
1− ε2

. (19.19)

Здесь t — время в некоторой фиксированной системе отсчета, которую мы
можем считать неподвижной. Четвертая координата — особая:

x4 = ict, u4 =
ic√

1− ε2
. (19.20)

Целесообразно ввести еще компоненты скорости vj =
dxj

dt
, j = 1, 2, 3, 4

в неподвижной системе координат.
Далее, для любых двух моментов τ1 и τ2 (пусть τ1 < τ2) собственно-

го времени τ мы определяем релятивистское (инвариантное относительно
преобразования Лоренца) действие

I =
τ2∫

τ1

L(x, u, τ)dτ. (19.21)

Теперь постулируется вариационный принцип Гамильтона

δI = 0. (19.22)

По-прежнему предполагается, что деформации не меняют начального и ко-
нечного положений частицы. Замечу, что вариационный принцип (19.22)
имеет двойственную природу — он похож и на классический принцип Га-
мильтона, и на принцип Мопертюи–Якоби, описывающий движение на изо-
энергетических поверхностях.

Чтобы найти лагранжиан свободной материальной частицы, можно дей-
ствовать по аналогии с классической механикой. Пространство по-преж-
нему предполагается изотропным и однородным, но вместо принципа от-
носительности Галилея, принимается принцип относительности Эйнштейна
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— инвариантность относительно преобразований Лоренца. Если восполь-
зоваться представлением Минковского для четырехмерного пространства–
времени, то нетрудно прийти к лагранжиану

L =
m0

2

4∑
j=1

u2
j . (19.23)

Сравните это выражение с классическим:

Lcl =
mẋ2

2
=

m

2

4∑
j=1

v2
j . (19.24)

Величина m0 в (19.23) называется массой покоя частицы. Дальше мы уви-
дим, что в отличие от классической механики, масса частицы зависит от её
скорости (!).

Зная лагранжиан (19.23), мы можем определить релятивистские им-
пульсы:

∂L

∂uj
= m0uj , j = 1, . . . , 4. (19.25)

Уравнения движения, вытекающие из вариационного принципа (19.22),
имеют вид

d

dτ

∂L

∂uj
− ∂L

∂xj
= 0, j = 1, . . . , 4. (19.26)

Для свободной материальной частицы (лагранжиан (19.23)) эти уравнения
принимают вид

d

dτ
(m0uj) = 0, j = 1, . . . , 4. (19.27)

Когда на частицу действуют внешние силы с компонентами Kj , в уравне-
ниях появляется правая часть

d

dτ
(m0uj) = Kj , j = 1, . . . , 4. (19.28)

Величины Kj суть компоненты вектора, называемого силой Минковского.
Если перейти в уравнениях (19.27) и (19.28) к дифференцированию по

t, получим

1√
1− ε2

d

dt

(
m0√
1− ε2

vj

)
= Kj , j = 1, . . . , 4. (19.29)
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Мы использовали формулы (19.19), (19.20) и тот факт, что
d

dτ
=

1√
1− ε2

d

dt
.

Если теперь ввести обозначение

m =
m0√
1− ε2

, (19.30)

то можно увидеть, что релятивистское уравнение движения (19.29) есть по-
просту уравнение движения частицы с переменной массой m:

d

dt
(mvj) = Kj

√
1− ε2, j = 1, 2, 3, 4. (19.31)

Итак, выяснилось, что масса — понятие относительное, она зависит от ско-
рости движения. При этом масса m движущейся частицы всегда больше
массы покоя m0.

В развитии физики играет существенную роль принцип соответствия.
Мы уверены, что классическая механика, подтвержденная невообразимо
огромным экспериментальным материалом, не будет опровергнута никаки-
ми новыми открытиями — в своей области применимости. Всякая но-
вая теория должна содержать новый параметр, в теории относительности
это — скорость света c или ε = v/c, такой, что в пределе, в данном слу-
чае при c = ∞ или ε = 0, новая механика переходит в классическую.
То же самое относится и к другим обобщениям фундаментальных теорий
классической физики, и в первую очередь, к квантовой механике. Конеч-
но, принцип соответствия работает и при дальнейших обобщениях новых
физических теорий.

Итак, мы ожидаем, что при ε → 0 релятивистские уравнения движе-
ния должны переходить в классические. Подсчитаем лагранжиан (19.23).
Имеем

L =
m0

2

(
v2

1− ε2
− c2

1− ε2

)
= −m0c

2

2
. (19.32)

Теперь перепишем выражение для релятивистского действия (19.21) в слу-
чае лагранжиана (19.23), переходя к интегрированию по времени t. Имеем

I =
t2∫

t1

−m0c
2

2

√
1− ε2dt. (19.33)
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При малых ε подынтегральное выражение в (19.33) можно представить в
виде

− m0c
2

2

(
1− v2

2c2
+ . . .

)
= −1

2

(
m0v

2

2
−m0c

2 + . . .

)
. (19.34)

Итак, в классическом пределе, при ε → 0 лагранжиан в (19.33) принимает
вид

− 1
2

(
m0v

2

2
−m0c

2

)
. (19.35)

Постоянный множитель−1
2 , конечно, несущественен. Дополнительное сла-

гаемое −m0c
2 заставляет нас насторожиться. Если представить себе, что

лагранжиан есть разность между кинетической и потенциальной энергия-
ми, то выходит, что появилась дополнительная потенциальная энергия

E = m0c
2, (19.36)

которой обладает неподвижная материальная частица. Пока что трудно
утверждать, что эта формула имеет серьезный физический смысл, потому
что постоянный лагранжиан тривиален. Такое слагаемое в (19.35) можно
просто отбросить, это не повлияет на уравнение движения. Итак, мы уста-
новили, что при ε → 0 релятивистские уравнения движения частицы пере-
ходят в классические.

Энергия в теории относительности. Мы будем пользоваться общим
определением энергии в механике Гамильтона-Лагранжа:

E = vLv − L. (19.37)

Подправим выражение (19.33), внося в него такой постоянный множитель,
чтобы в пределе ε → 0 получались в точности классическое действие и
классический лагранжиан. Согласно (19.35), для этого нужно умножить
(19.33) на 2. В результате получаем релятивистское действие в виде

S = −
t2∫

t1

m0c
2

√
1− v2

c2
dt. (19.38)

Лагранжиан дается формулой

L = −m0c
2

√
1− v2

c2
. (19.39)
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Теперь вычислим энергию E. Из (19.39) имеем

Lv = m0c
2

(
1− v2

c2

)−1/2
v

c2
. (19.40)

По формуле (19.37) получаем

E = mc2 =
m0c

2√
1− v2

c2

. (19.41)

Вот теперь нет сомнений, что при v = 0 частица действительно облада-
ет энергией покоя, определяемой по формуле (19.36). Вообще, формула
(19.41) описывает глубокую связь между массой и энергией и, в некотором
смысле, их эквивалентность. Множитель c2 выглядит как коэффициент пе-
рехода от одних единиц измерения к другим, вроде механического эквива-
лента теплоты. При желании энергию можно было бы измерять в граммах
или других единицах массы.

Когда элементарные частицы — протоны, нейтроны и электроны —
объединяются в один атом, масса атома оказывается меньше суммарной
массы этих частиц. Теряется свойство аддитивности массы. Причина со-
стоит в том, что при таком соединении испускается свет, электромагнитная
волна. Частицы света имеют нулевую массу покоя (для них m0 = 0). Дви-
гаются они, понятно, со скоростью c. Если при этом излучается энергия
∆E, то возникает дефект массы

∆m =
∆E

c2
. (19.42)

Так теория относительности непринужденно объяснила, почему атом-
ные массы (чаще говорят о весах) элементов меньше, чем суммарные массы
составляющих атомы частиц.

20. Каноническая гамильтонова форма уравнений
механики

При определенных условиях общего положения (невырожденности си-
стемы) уравнения Лагранжа могут быть приведены к канонической форме
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Гамильтона. В случае n степеней свободы уравнения Лагранжа представ-
ляют собой систему n уравнений второго порядка, а соответствующая га-
мильтонова система содержит 2n уравнений первого порядка. Канониче-
ские (ныне чаще называемые гамильтоновыми) уравнения не только от-
личаются особым изяществом, но обладают рядом специфических алгеб-
раических и геометрических свойств, делающих их наиболее удобным ин-
струментом исследования в механике и ее приложениях. В дальнейшем я
продемонстрирую применение гамильтоновых уравнений в статистиче-
ской механике.

Преобразование Лежандра. Рассмотрим функцию двух скалярных пе-
ременных f(x, y). Ее дифференциал запишем в виде

df = udx + vdy, u =
∂f

∂x
, v =

∂f

∂y
. (20.1)

Замечая, что udx = d(ux) − xdu, можно переписать равенство (20.1) в
виде

d(xu− f) = xdu− vdy. (20.2)

Теперь сделаем одновременную замену функции и ее аргументов, полагая

g(u, y) = xu− f. (20.3)

Здесь, вместо x, y, введены аргументы u и y.
Это и есть преобразование Лежандра по переменной x. Заметим,

что такое преобразование можно провести не всегда, а лишь в том случае,
когда замена переменных (x, y) → (u(x, y), y) взаимно однозначна в об-
ласти определения функции f . Для того, чтобы эта взаимная однозначность
имела место, хотя бы локально, достаточно (согласно теореме о неявной
функции), чтобы был отличен от нуля якобиан:∣∣∣∣∣ ∂u

∂x
∂u
∂y

0 1

∣∣∣∣∣ = ∂2f(x, y)
∂x2

6= 0. (20.4)

Гамильтоновы уравнения. Канонические уравнения Гамильтона полу-
чаются из уравнений Лагранжа второго рода посредством преобразования
Лежандра по всем обобщенным скоростям q̇i. Можно применить формулу
(20.3), но, как и во многих других случаях, целесообразно воспользоваться
лишь идеей, а выкладки провести непосредственно.

Запишем дифференциал функции Лагранжа L(q, q̇, t) при фиксирован-
ном t в виде

dL = Lq · dq + Lq̇ · dq̇ =
∂L

∂qi
dqi +

∂L

∂q̇i
dq̇i. (20.5)
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Введем обозначения

p =
∂L

∂q̇
, pi =

∂L

∂q̇i
(20.6)

и назовем p вектором импульса, pi — его i-ая компонента; i = 1, . . . , n,
если n — число степеней свободы.

Далее используем равенства

∂L

∂q̇i
dq̇i = pidq̇i = d(piq̇i)− q̇idpi. (20.7)

В компактной форме они записываются как

Lq̇ · dq̇ = d(p · q̇)− q̇ · dp. (20.8)

Введем функцию Гамильтона H = H(p, q, t), полагая

H = p · q̇ − L = piq̇i − L. (20.9)

Теперь, подставляя выражение (20.8) в (20.5), приходим к формуле

dH = q̇ · dp− Lq · dq. (20.10)

Отсюда следуют равенства

Hp = q̇, Hq = −Lq. (20.11)

До этого момента мы не вспоминали об уравнении Лагранжа

d

dt
Lq̇ − Lq = 0, (20.12)

которое теперь запишем в виде ṗ = Lq .
В результате из соотношений (20.11) и (20.12) выводим канонические

уравнения Гамильтона

ṗ = −Hq, q̇ = Hp, (20.13)

или, в координатах,

ṗi = −∂H

∂qi
, q̇i =

∂H

∂pi
, i = 1, . . . , n. (20.14)

Гамильтониан H = H(p, q, t), как видно из его определения (20.9),
есть не что иное как полная механическая энергия системы, выра-
женная через координаты и импульсы. В случае, когда он не зависит от
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времени, выполняется закон сохранения энергии: H(p, q) есть интеграл
гамильтоновой системы (20.14) (проверьте!).

Подчеркну, что преобразование Лежандра, которое привело нас к га-
мильтоновым уравнениям (20.14), применимо не всегда. Может оказаться,
что в фазовом пространстве имеются поверхности, линии или отдельные
точки, в которых отсутствует взаимно однозначная связь между обобщен-
ными скоростями q̇i и импульсами pj . Это происходит, когда нарушаются
условия теоремы о неявной функции для уравнения p = Lq̇(q, q̇):

det Lq̇q̇ = det

(
∂2L

∂q̇i∂q̇j

)
6= 0. (20.15)

Гамильтонова система (20.14) допускает красивую и полезную трактов-
ку как одно векторное уравнение в R2n. Определим вектор x ∈ R2n, по-
лагая x = (q, p) = (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn). Вместо H(p, q) будем теперь
писать H = H(x). Тогда grad H можно записать в виде

grad H = (Hq,Hp) =
(

∂H

∂q1
, . . . ,

∂H

∂qn
,
∂H

∂p1
, . . . ,

∂H

∂pn

)
. (20.16)

Введем оператор J : R2n → R2n, задав его операторной матрицей

J =
(

0 In

−In 0

)
, (20.17)

где In : Rn → Rn — тождественный оператор в Rn. Заметим, что J2 =
−I2n (I2n — тождественный оператор в R2n). Система (20.14) записыва-
ется теперь в виде

ẋ = J grad H(x). (20.18)

Гамильтонова форма уравнения второго закона Ньютона. Обоб-
щенное уравнение второго закона Ньютона определяется лагранжианом

L(x, ẋ) =
1
2
(Mẋ, ẋ)− V (x), (20.19)

где x — точка евклидова пространстваH. В случае конечномерного евкли-
дового пространстваH, dimH = n, его можно отождествить с Rn. Замечу,
однако, что развиваемый формализм не зависит от размерности и приме-
ним, например, к волновому уравнению. Иное дело, что в случае бесконеч-
номерного гильбертова пространства H нужны, конечно, дополнительные
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обоснования производимых нами операций. Аналогично (20.7) вводим им-
пульс p, полагая

p = Lẋ = Mẋ. (20.20)

Гамильтониан, соответствующий лагранжиану (20.19), получаем с исполь-
зованием формулы (20.9), выражая скорость через импульс посредством
равенства ẋ = M−1p. Он имеет вид

H = H(x, p) =
1
2
(Mẋ, ẋ) + V (x) =

1
2
(p, M−1p) + V (x). (20.21)

Соответственно, гамильтонова форма обобщенного уравнения второго за-
кона Ньютона имеет вид

ṗ = − grad V (x), ẋ = M−1p. (20.22)

Мы воспользовались здесь простой общей формулой

grad
1
2
(Ax, x) = Ax, (20.23)

справедливой для любого линейного самосопряженного оператора A (для
произвольного линейного оператора справа следует написать 1

2(A + A∗)).
Хотя здесь нет места для строгого изложения, не могу удержаться от

того, чтобы не привести следующий пример из математической физики.
Волновое уравнение. Рассмотрим волновое уравнение в областиD ⊂

Rn

ρ(x)utt = c2∆u (20.24)

с краевым условием

u

∣∣∣∣
∂D

= 0. (20.25)

Здесь ρ(x) — непрерывная неотрицательная функция, удовлетворяющая
условию ρ(x) ≥ ρ0 > 0, c > 0 — положительная константа, как и ρ0.
Мы уже видели, см. формулы (5.20) – (5.27), что это уравнение допуска-
ет интеграл энергии. Кинетическая энергия T и потенциальная энергия V
задаются формулами

T (u, ut) =
1
2

∫
D

ρ(x)u2
t dx, (20.26)

V (u) =
c2

2

∫
D

(∇u)2dx. (20.27)
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Вы помните, что градиент функционала V , заданного на гильбертовом про-
странстве H , в точке u ∈ H определяется равенством

d

dε

∣∣∣∣
ε=0

V (u + εv) = (grad V (u), v), (20.28)

которое должно выполняться для любого v ∈ H . Левая часть этого равен-
ства есть дифференциал Гато в точке u, и предполагается, что он является
также и дифференциалом Фреше.

В нашем случае H = L2(D), и grad V (u) определен не для всех u, а
лишь для достаточно гладких функций, скажем, для u ∈ C2(D) (а более

того, для u ∈
◦

W
(2)
2 (D)). Для такой функции u имеем

d

dε

∣∣∣∣
ε=0

1
2

∫
D

(∇u + ε∇v)2dx =
∫
D

∇u · ∇vdx = −
∫
D

v∆udx. (20.29)

В промежуточном равенстве использована C1-гладкость функции v, но по-

следнее равенство имеет смысл уже для любой функции v ∈
◦

W
(1)
2 (D). Его

можно обосновать непосредственно, приближая u ∈
◦

W
(2)
2 (D) гладкими

функциями. Таким образом, для достаточно гладких функций u получаем

grad
1
2

∫
D

(∇u)2dx = −∆u. (20.30)

Подчеркну, что градиент в (20.30) берется в пространствеH = L2(D). Вы,
конечно, помните, что градиент зависит от выбора скалярного произведе-
ния.

Поскольку рассматриваемая система натуральна, так что L = T − V ,
имеем

p = Lut = Tut = ρut, ut =
1
ρ
p,

Lu = − grad V = c2∆u

Таким образом, гамильтонова форма волнового уравнения имеет вид

ut =
1
ρ
p, (20.31)

pt = c2∆u. (20.32)
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Вырожденные лагранжианы. Для вырожденных лагранжианов — ли-
нейных по скорости и имеющих вид L(q, q̇) = A(q, t)q̇ + B(q, t), см.
(10.23), очевидно, Lq̇q̇ = 0 тождественно. Поэтому преобразование Ле-
жандра неприменимо ни в какой точке. В этом случае гамильтониан H не
зависит от q̇ и даже тождественно равен нулю при B ≡ 0. Действительно,
согласно общему определению, p = Lq̇ = A(q, t), и

H = p · q̇ − L = A(q, t) · q̇ −A(q, t) · q̇ −B(q, t) = −B(q, t). (20.33)

Действуя формально, мы можем написать соответствующие гамильтоновы
уравнения в виде ṗ = Bq , q̇ = 0. Однако эти уравнения не имеют никакого
отношения к исходной системе уравнений Лагранжа (объясните, почему?).
Это лишний раз напоминает нам о необходимости контролировать закон-
ность проводимых формальных выкладок.

Интересно заметить, что в математической физике встречаются такие
системы, которые имеют гамильтонову форму по своей исходной постанов-
ке. Замечательный пример тому — уравнения Кирхгофа, описывающие
динамику системы вихревых нитей (или точечных вихрей на плоскости, ли-
бо на иной поверхности) в жидкости. По всей видимости, их нельзя полу-
чить ни из каких лагранжевых уравнений. Эта система последние десяти-
летия вызывает повышенный интерес исследователей и как своеобразный
пример, на котором испытываются и развиваются новые методы качествен-
ной теории дифференциальных уравнений, и как подходящая модель для
описания вихрей в атмосфере, а также электронных колонн при электри-
ческом газовом разряде. О системе уравнений Кирхгофа можно прочитать
практически в любом учебнике по гидродинамике. С новейшим развитием
теории можно познакомиться по книге [45].

Интересный вопрос о возможности построения системы уравнений Лаг-
ранжа, которой бы отвечала заданная гамильтонова система, по-моему, со-
всем не разобран. Дело сводится к решению нелинейного дифференциаль-
ного уравнения в частных производных первого порядка, которое получает-

ся подстановкой выражения импульса p =
∂L

∂q̇
через обобщенные коорди-

наты q и обобщенные скорости q̇ в равенство (20.9), выражающее гамиль-
тониан через лагранжиан. Это дифференциальное уравнение относительно
неизвестной функции L = L(q, q̇, t) записывается в виде

H

(
∂L

∂q̇
, q, t

)
= q̇ · ∂L

∂q̇
− L. (20.34)

Далеко не всегда у него есть решение, определенное на всем расширенном
фазовом пространстве переменных (q, q̇, t). Подобные результаты можно
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получить, лишь налагая на гамильтониан специальные ограничения. Вме-
сте с тем, механика не содержит никаких ограничений такого рода. Выхо-
дит, что нужно искать дополнительные свойства гамильтонианов, которые
вытекают из законов термодинамики.

Замечу, что подобные проблемы постоянно возникают в механике и в
математической физике. И уравнения механики, и уравнение диффузии, и
волновые уравнения зачастую содержат функции от переменных состоя-
ния и параметры, которые предлагается определять из экспериментов. Лю-
бые знания об этих функциях, скажем, о зависимости коэффициента тепло-
проводности от температуры или о зависимости скорости распространения
волны в данной среде от параметров ее состояния, могут существенно со-
кратить необходимую экспериментальную работу. В идеале, дело должно
сводиться к экспериментальному определению небольшого числа констант.
Иногда к такому приятному результату нас приводят те или иные асимпто-
тические методы.

Скобка Пуассона. Для любой гладкой функции F (p, q), заданной на
фазовом пространстве гамильтоновой системы (20.13), можно найти ее про-
изводную Ḟ (p, q) в силу уравнения движения (20.13) в векторной форме

Ḟ = FqHp − FpHq, (20.35)

или в координатах

Ḟ =
n∑

i=1

(
∂F

∂qi

∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂qi

)
. (20.36)

Правая часть этого уравнения называется скобкой Пуассона функций F и
H и обозначается как {F,H}. Очевидно, функция F является интегралом
гамильтоновой системы с гамильтонианом H в том и только в том случае,
когда

{F,H} = 0. (20.37)

Оказывается полезным определить скобку Пуассона {F,G} для произ-
вольных гладких функций F (p, q) и G(p, q), полагая

{F,G} = FqGp − FpGq. (20.38)

Введенная таким образом билинейная операция над функциями кососим-
метрична:

{F,G} = −{G, F}. (20.39)
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Скобка Пуассона определяет своего рода умножение пары функций. Эта
операция, согласно (20.39), кососимметрична и неассоциативна. Некото-
рой заменой ассоциативности служит тождество Якоби для тройки про-
извольных гладких функций f , g, h:

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0. (20.40)

Билинейная операция, обладающая свойствами (20.39) и (20.40) для про-
извольных пар и, соответственно, троек из некоторого линейного простран-
ства, определяет важную алгебраическую структуру — алгебру Ли.

Тождество Якоби допускает красивую алгебраическую трактовку. Опе-
ратор A, действующий в алгебре Ли, называется дифференцированием
этой алгебры, если для него справедливо равенство, которое можно назвать
равенством Лейбница

A{g, h} = {Ag, h}+ {g,Ah}. (20.41)

Каждый элемент f определяет линейный оператор Af по формуле

Afg = {f, g}. (20.42)

Тождество Якоби говорит, что оператор Af есть дифференцирование
алгебры Ли. Действительно, учитывая кососимметричность скобки Пуас-
сона, равенство (20.40) можно переписать в виде

{f, {g, h}} = {{f, g}, h}+ {g, {f, h}}, (20.43)

что совпадает с (20.41) при A = Af .
Как доказал Пуассон, если F и G — два интеграла гамильтоновой

системы (20.13), их скобка Пуассона {F,G} также есть интеграл.
Это означает, что множество всевозможных C∞-гладких интегралов га-
мильтонова уравнения образует алгебру Ли.

Результат Пуассона может вызвать неоправданный оптимизм по пово-
ду проблемы интегрируемости уравнений Гамильтона. Может показаться,
что последовательно вычисляя скобки Пуассона известных нам интегра-
лов, можно найти достаточное их число для полного решения гамильтоно-
вой системы. Увы, скобка двух интегралов может оказаться тривиальным
интегралом (константой) или функцией от уже известных интегралов. Так
оно обычно и получается. Например, знание интегралов энергии, импуль-
са и момента импульса не позволяет найти новые интегралы гамильтоновой
системы.
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Интересная и очень важная для механики, геометрии и вариационно-
го исчисления теория канонических гамильтоновых систем рассмотрена во
многих книгах, см. классическое изложение в [14, 46]. Современное изло-
жение в рамках геометрии многообразий дано в книге В. И. Арнольда [3].

Упражнения

1. Докажите, что гамильтонову систему (20.14) можно записать в виде

ṗi = {pi,H}, q̇i = {qi,H},

или, вводя очевидные векторные обозначения,

ṗ = {p, H}, q̇ = {q, H}.

2. Докажите, что если бы скобка Пуассона обладала свойством ассоци-
ативности, то отсюда следовало бы тождество Якоби.

3. Докажите (а если не получится, найдите доказательство в рекомен-
дованных книгах [14, 46, 3]) тождество Якоби (20.40).

4. Из тождества Якоби (20.40) выведите утверждение Пуассона: вместе
с двумя интегралами F и G, также их скобка Пуассона {F,G} есть инте-
грал.

5. Докажите, что для любых трех гладких функций F , G, K от p и p
в случае, когда K обращается в ноль вне некоторого шара, справедливо
равенство ∫

R2n

{G, F}K dp dq =
∫

R2n

F{K, G} dp dq.

Отсюда следует, что в случае недифференцируемой функции F скобке Пуас-
сона {F,G} можно придать смысл обобщенной функции — распределе-
ния.

6. Докажите, что преобразование Лежандра переводит выпуклые функ-
ции в выпуклые. Более того, справедливо равенство guu(u, y) = fxx(x, y)
в обозначениях (20.2), (20.3).

7. Запишите интегралы импульса и момента импульса для гамильтоно-
вой формы второго закона Ньютона (20.22) в условиях, когда все они су-
ществуют. Найдите их скобки Пуассона. Докажите, что эти 6 интегралов
порождают алгебру Ли, так что новых интегралов этим способом получить
не удается.
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21. Силы трения. Диссипация энергии

В природе все реальные механические системы находятся под действи-
ем тех или иных сил трения. Брошенный на Земле камень не сохраняет по-
стоянную поступательную скорость движения, как то предписывается за-
коном Галилея (он же — первый закон Ньютона), а довольно скоро оста-
навливается из-за сопротивления воздуха и сухого трения о поверхность,
когда он катится по земле. Силы трения — немеханического происхож-
дения. Поэтому, как правило, в курсах механики, написанных физиками
(Ландау и Лифшиц, Голдстейн, Синг), силы трения не рассматриваются.
Вместе с тем, механики, рассчитывающие на инженерные приложения сво-
ей науки, уделяют значительное внимание силам трения (Лойцянский и Лу-
рье, Аппель, Леви – Чивита и др.). Пожалуй, наиболее полное представ-
ление о большой сложности законов трения и о современном состоянии
их изучения можно получить по книге И. И. Воровича [8]. Вообще, надо
признать, что силы трения, возникающие из-за взаимодействия системы
с окружающей средой, пожалуй, наиболее сложные из известных нам сил
природы.

Простейшее, и не вполне точное, определение сил трения состоит в том,
что они ведут к уменьшению, к рассеянию энергии. Часто употребляе-
мый синоним слова рассеяние — диссипация. Неточность этого определе-
ния связана с тем обстоятельством, что зачастую силы трения имеют двой-
ственную природу и могут иногда приводить и к увеличению энергии. Вооб-
ще, силы трения очень разнообразны, и трудно, если не сказать невозмож-
но, сформулировать единообразно общие законы трения. Здесь мы рас-
смотрим лишь простейшие виды трения.

Само понятие о диссипации энергии возникает, когда рассматривают-
ся незамкнутые системы и не все виды энергии принимаются во внима-
ние. Скажем, диссипация механической энергии означает, что часть энер-
гии превращается в другие виды, обычно — в тепловую энергию.

Начнем с обобщенного уравнения второго закона Ньютона в евклидо-
вом пространстве H :

Mẍ = − grad V (x). (21.1)

Как мы знаем, для этого уравнения справедлив закон сохранения механи-
ческой энергии: полная механическая энергия

E = E(x, ẋ) =
1
2
(Mẋ, ẋ) + V (x) (21.2)

является интегралом уравнения (21.1). Когда система двигается во внеш-
ней среде, действует дополнительная сила, возникающая из-за взаимодей-
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ствия со средой (сила сопротивления внешней среды), которая в обычных
условиях (скажем, в спокойной и безветренной атмосфере) приводит к за-
туханию движения. Когда тело находится в покое, сила сопротивления рав-
на нулю. Если допустить, что она гладко зависит от скорости ẋ, то можно
утверждать, что хорошим приближением при малых скоростях будет закон
трения

F = −B(x)ẋ, (21.3)

где B(x) для каждого x ∈ H есть линейный оператор. Тогда уравнение
(21.1) придется заменить уравнением

Mẍ = − grad V (x)−B(x)ẋ. (21.4)

Вычисляя производную по времени от энергии E, получаем уравнение из-
менения энергии:

dE

dt
= −(B(x)ẋ, ẋ). (21.5)

Поскольку согласно определению, действие силы трения приводит к умень-
шению энергии, нужно считать, что B(x) для каждого x является положи-
тельно определенным, или хотя бы положительным оператором, так что для
любого ξ ∈ H и любого x выполняется неравенство

(B(x)ξ, ξ) ≥ 0. (21.6)

Если это неравенство может превратиться в равенство лишь для ξ = 0,
так что оператор B(x) является строго положительным, то говорят, что
сила трения−B(x)ẋ обладает свойством полной диссипации. В этом слу-
чае, согласно уравнению (21.5), энергия E уменьшается, диссипирует при
любых движениях. Замечу, что в конечномерном случае из строгой положи-
тельности следует положительная определенность оператора, в бесконеч-
номерных задачах это уже не так.

Естественно ввести диссипативную функцию Рэлея W , полагая

W (x, ẋ) =
1
2
(B(x)ẋ, ẋ). (21.7)

Тогда сила трения F = −B(x)ẋ выражается в виде

F = − grad ẋW. (21.8)

Силу трения, определяемую диссипативной функцией, называют рэлеев-
ской. Чаще всего встречается рэлеевская сила трения F = −Bẋ с опе-
ратором B, не зависящим от x.
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В определении Рэлея весьма существенно требование симметричности
оператора B. Именно это свойство однозначно определяет оператор B при
заданной диссипативной функции W , которая является квадратичной фор-
мой от ẋ. Произвольный линейный оператор A : H → H можно предста-
вить в виде суммы

A = Ar + Ac, (21.9)

где Ar — симметричный оператор, а Ac — кососимметричный. Они выра-
жаются формулами

Ar =
1
2
(A + A∗), Ac =

1
2
(A−A∗). (21.10)

Ясно, что кососимметрическое слагаемое не дает вклада в квадратичную
форму (Aξ, ξ), поскольку (Acξ, ξ) = 0 для всех ξ ∈ H . Силы вида Acẋ
тоже, конечно, встречаются в механике, но имеют совсем иную физиче-
скую природу: это гироскопические силы. Такая сила не совершает работы
при реальных движениях, не вносит вклада в уравнение изменения энергии
(21.5). Рэлей, вводя требование симметричности для оператора B, со вку-
сом разделил эти два вида сил. Интересно, что еще Ньютон, выводя закон
сохранения живой силы (так тогда называли кинетическую энергию), за-
метил, что сила, в каждый момент времени ортогональная к скорости, не
препятствует сохранению живой силы. Курьезно, что это замечание Нью-
тона несколько сот лет оставалось почти неизвестным из-за того, что при
переводе главного труда Ньютона с латыни на английский как раз в этом
месте допустили ошибку.

Приведу здесь общее определение. Оператор Γ : H → H , действую-
щий в евклидовом (в частности, гильбертовом) пространстве H , называет-
ся гироскопическим, если для всех ξ ∈ H выполняется равенство

(Γξ, ξ) = 0. (21.11)

В частности, кососимметрический оператор есть линейный гироскопиче-
ский. Можно еще сказать, что гироскопическим называется оператор, ко-
торый является косимметрией тождественного оператора Ix = x.

Одним из классических примеров гироскопической силы служит сила
Кориолиса Fc = 2ω ∧ v, возникающая в уравнениях относительного дви-
жения, записываемых в подвижной системе координат, вращающейся с уг-
ловой скоростью ω. Гироскопическую силу, например, приходится учиты-
вать при расчете движения тел относительно Земли.
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Диссипация энергии при движении вязкой жидкости, функционал
Рэлея

Уравнения Навье–Стокса в случае несжимаемой жидкости имеют вид

dv

dt
= −∇p + ν∆v, (21.12)

div v = 0, (21.13)

где v = v(x, t) — поле скорости, p = p(x, t) — давление, x — точка

пространства R3 (или R2), t — время, а материальная производная
d

dt

дается равенством:
d

dt
=

∂

∂t
+ v · ∇. Будем считать, что жидкость заклю-

чена в области D ⊂ R3, граница которой ∂D неподвижна и непроницаема
для жидкости, так что выполняется краевое условие

v

∣∣∣∣
∂D

= 0. (21.14)

Предполагается, что на жидкость не действуют никакие внешние силы,
впрочем, если сила потенциальна, какова, например, сила тяжести, то её
удельную потенциальную энергию можно просто добавить к давлению, а на
скорость она не влияет.

Наша цель сейчас — во-первых, показать, что сила ньютоновского тре-
ния ν∆v (ν > 0 — кинематический коэффициент вязкости) является рэ-
леевской — при естественном обобщении данного понятия. Для этого мы
введем соответствующий функционал Рэлея. Затем мы покажем, что при
сформулированных условиях кинетическая энергия жидкости экспоненци-
ально затухает при t → +∞. Замечу, что в следующих рассмотрениях су-
ществование и единственность решения задачи (21.12)–(21.14) с началь-
ным условием

v

∣∣∣∣
t=0

= v0(x) (21.15)

предполагается. В (21.15) начальное поле скорости v0 — достаточно глад-
кое и соленоидальное (div v0 = 0). На самом деле, существование и един-
ственность доказаны лишь в двумерном случае, а в трехмерном — это од-
на из самых трудных проблем математической гидродинамики, решенная
лишь для малых начальных скоростей v0. Недавно частный институт Клэя
в США объявил премию в 1 млн долларов за её решение. О современном
состоянии проблемы Вы можете прочитать в моей статье [53].
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На пространстве гладких соленоидальных полей, удовлетворяющих кра-
евому условию (21.14), определим квадратичный функционал W , полагая

W [v] = −ν

2

∫
D

∆v · v dx (21.16)

Интегрируя по частям, можно и полезно привести функционал W к ви-
ду, содержащему лишь первые производные. Учитывая, что граничные ин-
тегралы пропадают ввиду краевого условия (21.14), получаем

W [v] =
ν

2

∫
D

(∇v)2 dx =
ν

2

∫
D

3∑
i,k=1

(
∂vi

∂xk

)2

dx. (21.17)

Варьируя W , находим

δW = −ν

∫
D

∇v · ∇δv dx = −ν

∫
D

∆v · δv dx. (21.18)

Таким образом, градиент функционала W в пространстве L2(D) имеет вид

grad W = −ν∆v. (21.19)

Итак, W , действительно, есть диссипативный функционал Рэлея,
ньютоновское трение является рэлеевским. Вспоминая определение
функциональной производной и функционального градиента, можно также
написать

− ν∆v = Grad W [v], (21.20)

или в координатах

− ν∆vi(x) =
δW [v]

δvi(x)dx
. (21.21)

Теперь докажем, что нелинейный член в уравнении Навье – Стокса обла-
дает гироскопическим свойством. Мы установим более общее равенство∫

D

(u,∇)v · v dx = 0, (21.22)

если векторное поле u соленоидально и касательно к границе ∂D: un

∣∣
∂D

=
0. Имеем∫

D

(u,∇)v · v dx =
∫
D

uk
∂vi

∂xk
vi dx =

∫
D

uk
∂

∂xk

v2

2
dx. (21.23)



Силы трения. Диссипация энергии 189

Интегрируя по частям, получаем∫
D

(u,∇)v · v dx = −
∫
D

v2

2
div u dx +

∫
∂D

uknk
v2

2
dS. (21.24)

Оба слагаемых справа исчезают, ввиду предположенных свойств поля u,
что и приводит к равенству (21.22).

Заметим, что от поля v не пришлось ничего требовать, кроме достаточ-
ной регулярности. Кроме того, краевое условие (21.14) использовано здесь
не в полной мере — требуется лишь, чтобы на границе исчезла нормаль-
ная компонента скорости. Поэтому равенство (21.22) справедливо и в том
случае, когда u — поле скоростей идеальной жидкости при условии непро-
ницаемости границы (un

∣∣
∂D

= 0).
Теперь умножим уравнение движения вязкой жидкости (21.12) скаляр-

но на v и проинтегрируем по области D. Примем в расчет равенство (21.22)
при u = v, а также равенство∫

D

v · ∇p dx = 0. (21.25)

В результате получим уравнение диссипации энергии

d

dt

∫
D

v2

2
dx = −ν

∫
D

(∇v)2 dx, (21.26)

которое в терминах кинетической энергии T и функционала Рэлея W за-
писывается в виде

dT

dt
= −W. (21.27)

Замечу, что равенство (21.27) весьма желательно, по существу даже
необходимо, сохранять при любых способах аппроксимации уравнения На-
вье – Стокса. Можно даже рекомендовать при построении сеточной или
спектральной аппроксимации начинать с аппроксимации функций T и W .
Опыт говорит, что нарушение фундаментального уравнения (21.27) приво-
дит к непригодности приближенной схемы решения, которая в таком случае
может давать даже качественные неправильные результаты. Например, ки-
нетическая энергия T может оказаться бесконечно большой, хотя, соглас-
но точному уравнению (21.26), она монотонно убывает со временем.
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Экспоненциальное затухание энергии

В случае сил трения с полной диссипацией, в предположении, что си-
стема конечномерна, можно доказать, что возмущения устойчивого равно-
весия затухают экспоненциально. Решения линейной задачи суть линей-
ные комбинации элементарных решений вида eλt

ϕ, причем все собственные
значения λ лежат в левой полуплоскости: Re λ < 0; в отсутствие гироско-
пических сил все они вещественны. В достаточно общих условиях теорема
Ляпунова о законности линеаризации устанавливает, что экспоненциаль-
ное затухание сохраняется и для нелинейной задачи. В бесконечномерных
задачах, скажем, в механике сплошной среды, ситуация осложняется. Ли-
неаризованная задача может обладать непрерывным спектром, так что для
ее решений уже нет такого простого представления. Даже когда подобное
представление решений линеаризованной задачи, на сей раз в виде беско-
нечного ряда, имеет место, может статься, что вообще невозможно дать ни-
какой квалифицированной оценки скорости затухания — возмущения мо-
гут затухать сколь угодно медленно, см. упражнения 1, 2.

Сейчас мы покажем, что в случае ограниченной области D, при условии
неподвижности границы, возмущения все-таки затухают экспоненциально.
Решающую роль далее играет неравенство Фридрихса∫

D

u2 dx ≤ γ
−1
∫
D

(∇u)2 dx, (21.28)

которое справедливо для любых функций u, исчезающих на границе об-
ласти D, константа γ = γD зависит лишь от области D, которая сейчас
предполагается ограниченной.

Если векторное поле v исчезает на границе ∂D, то записываем нера-
венство (21.28) для каждой его декартовой компоненты vi, i = 1, 2, 3 и,
суммируя полученные неравенства, приходим к неравенству Фридрихса для
векторного поля ∫

D

v2 dx ≤ γ
−1
∫
D

(∇v)2 dx, (21.29)

Замечу, что неравенство Фридрихса заведомо несправедливо для неогра-
ниченных областей D, содержащих окрестность бесконечно удаленной точ-
ки, например, для областей, внешних по отношению к шару или другой
ограниченной области. Вместе с тем, оно остается справедливым напри-
мер для слоя между двумя плоскостями, если предполагать, что функция
u исчезает на бесконечности. На самом деле, неравенство (21.28) остается
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верным, если расстояние ρ(x, ∂D) точки x ∈ D от границы ∂D ограниче-
но сверху. Слой этим свойством обладает, а угол на плоскости или клин в
R3 — не обладает, и для них неравенство (21.28) уже неверно; (см., однако,
упражнение 3).

Понятно, что неравенство (21.28) остается верным, если константу γ

уменьшить. Наилучшее, то есть наибольшее, значение константы γ в этом
неравенстве есть наименьшее собственное значение оператора Лапласа при
краевом условии первого рода. Известен вариационный принцип (см. [28]):
наименьшее собственное значение λ1 спектральной краевой задачи

−∆u = λu, u
∣∣
∂D

= 0 (21.30)

можно определить как минимум функционала

λ1 = min

∫
D

(∇u)2 dx∫
D

u2 dx
, (21.31)

Минимум здесь берется по всевозможным функциям, исчезающим на гра-
нице области D.

Вообще для оператора Лапласа с краевым условием первого рода су-
ществует бесконечная последовательность собственных значений λ1 ≤
λ2 ≤ . . . ≤ λn ≤ . . ., причем λn → ∞, когда n → ∞. Все они по-
ложительны и полупросты. В случае скалярных функций можно доказать,
что λ1 — простое собственное значение, которому отвечает единственная
(с точностью до ненулевого скалярного множителя) собственная функция
ϕ1; известно, что она не меняет знака в области D. Можно считать, что
ϕ1(x) > 0 для всех x ∈ D, см. [28]; [18].

Обратимся к уравнению изменения энергии (21.26) ((21.27)). Оценивая
правую часть при помощи неравенства Фридрихса (21.29)

dT

dt
≤ −2γνT. (21.32)

Из (21.32) стандартно выводим оценку

T (t) ≤ T (0)e−2γνt. (21.33)

Таким образом, кинетическая энергия жидкости экспоненциально убыва-
ет. В качестве γ можно взять определенное выше собственное значение λ1.
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Однако наилучшее (то есть наибольшее) значение этой постоянной нахо-
дится посредством решения спектральной задачи Стокса

−∆v = µv −∇q, (21.34)
div v = 0, (21.35)
v
∣∣
∂D

= 0. (21.36)

Можно доказать, что и эта спектральная задача имеет последовательность
положительных собственных значений µ1 ≤ µ2 ≤ . . . ≤ µn ≤ . . .,
µn → +∞ при n → ∞, см. [58]. В качестве γ в (21.33) можно взять µ1, и
этот результат уже не улучшаем: существуют решения линеаризованной на
равновесии v0 = 0 системы Навье – Стокса, которые затухают в точности
по закону e−2νµ1t. Более того, решения с таким же поведением имеются и у
нелинейной системы Навье – Стокса.

Остается повторить, что наш вывод основывается на предположении,
что существует гладкое решение, определенное для всех t > 0. В настоя-
щее время это предположение доказано для произвольных гладких началь-
ных полей лишь в двумерном случае, а для трехмерного случая представля-
ет собой одну из самых жгучих нерешенных проблем современной матема-
тики.

Нужно еще подчеркнуть, что проблема поведения решения при t →
+∞ резко усложняется, когда на границе области D задана ненулевая ско-
рость, и когда имеются непотенциальные массовые силы. Один из класси-
ков математической гидродинамики Э. Хопф меланхолически заметил, что
в такой общей ситуации течение жидкости при t → +∞ по-прежнему стре-
мится к чему-то, “но это что-то далеко от того, чтобы быть единственным
стационарным течением” (“. . . but this something is far from to be a single
stationary point”). Здесь мы встречаемся с новым, до сих пор таинствен-
ным явлением — турбулентностью. Возникают сложные режимы тече-
ния жидкости, в которых скорость и давление претерпевают сложные хао-
тические колебания в пространстве и во времени.

Упражнения

1. Рассмотрим дифференциальное уравнение ẋ = −Ax в гильбертовом
пространстве H . Предположим, что A самосопряженный оператор, и его
спектр состоит из положительных собственных значений λ1, . . . , λk, . . .,
причем λk → 0 при k → ∞, а также предельной точки 0. Докажите, что
все решения этого уравнения стремятся к нулю при t →∞, но могут стре-
миться к нулю сколь угодно медленно: какова бы ни была положительная
функция ρ(t), определенная при t > 0, найдется такое решение данного
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уравнения, для которого выполнено предельное равенство

lim
t→+∞

‖x(t)‖
ρ(t)

= +∞.

Указание. Докажите, что эволюционный оператор U(t) этого уравнения
при t → +∞ стремится к нулю поточечно, но неравномерно. Примените
теорему Банаха–Штейнгауза.

2. Докажите, что всякое решение уравнения теплопроводности
∂u

∂t
=

∆u во всем пространстве Rn с условием u
∣∣
∞ = 0 и с начальным условием

u(x, 0) = ϕ(x), причем ϕ ∈ L2(Rn), стремится к нулю при t → +∞ по
норме L2:

∫
Rn

u2(x, t) dx → 0, причем эта сходимость может быть сколь

угодно медленной (см. упражнение 1).
3. Пусть D есть угол на плоскости, определяемый в полярных коорди-

натах (r, θ) неравенством 0 < θ < α, где 0 < α < 2π. Докажите, что
неравенство Фридрихса в этом случае уже несправедливо, но для любой
функции u, исчезающей на границе, справедливо неравенство∫

D

u2

r2
dx ≤ µ

∫
D

|∇u|2 dx,

причем µ — положительная постоянная, зависящая только от α, но не от
функции u. Сформулируйте и докажите аналогичный результат для случая,
когда D — конус в Rn.

4. Докажите, что всякая функция, определенная на пространстве R3,
непрерывно дифференцируемая и затухающая на бесконечности, удовле-
творяет неравенству Лерэ∫

R3

u2(y)
|x− y|2

dy ≤ 4
∫
R3

|∇u|2 dy,

если интеграл в правой части сходится; x ∈ R3 — произвольная точка.
Указание. Рассмотрите интеграл∫

R3

u(y)
∂u(y)
∂yi

xi − yi

|x− y|
dy.

Примените интегрирование по частям и неравенство Коши–Буняковского.



ЭЛЕМЕНТЫ СТАТИСТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ

В статистической механике наиболее удобной формой уравнений ока-
залась гамильтонова. Механическая система определяется заданием ее га-
мильтониана H(q, p). Предполагается, что он не зависит от времени, так
что выполняется закон сохранения энергии и H есть интеграл системы

q̇ = Hp, ṗ = −Hq.

Число степеней свободы n в приложениях статистической механики очень
велико. Вы помните число Авогадро 6.023 · 1023 — число молекул в од-
ной грамм-молекуле вещества. Нет надежды не только на то, чтобы решить
столь большие системы уравнений, но даже их записать. Другая трудность
состоит в том, что нет никакой возможности найти или измерить начальные
данные для такой системы.

С другой стороны, нам и не нужны столь детальные знания, скажем, о
движении молекул воздуха. Что бы мы с ними стали делать? Здесь возни-
кает довольно обычная для физики проблема сокращения информации.
Цель, конечно, состоит в том, чтобы уменьшить объем информации о про-
цессе до уровня, допускающего ее хранение и обработку, а вместе с тем,
достаточного для предсказания и управления. Выходом оказывается при-
менение идей и подходов теории вероятностией.

Главный постулат статистической механики гласит, что измеряемые в
опытах макроскопические величины — температура, плотность, концен-
трации компонент (например, соли в рассоле), напряженности электриче-
ского и магнитного полей и т. д. суть средние (математические ожидания),
вычисленные в соответствии с надлежащей инвариантной плотностью. В
принципе, здесь могла бы фигурировать инвариантная мера общего вида,
не обязательно абсолютно непрерывная относительно меры Лебега. Одна-
ко в известных мне работах по статистической физике применяются исклю-
чительно инвариантные меры, определяемые инвариантными плотностями.
Могу предположить, что использование более общих инвариантных мер —
дело будущего.

Из приведенного выше постулата следует вывод, что все макроскопи-
ческие уравнения физики суть уравнения для средних, для математических
ожиданий соответствующих величин. Это относится и к уравнению тепло-
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проводности (диффузии), и к уравнениям механики сплошной среды. Та-
кая трактовка, например, уравнения теплопроводности позволяет объяс-
нить его парадоксальное свойство — тот факт, что изменение температу-
ры (или концентрации) в некоторый момент времени мгновенно влияет на
поле температуры (концентрации) во всей области, занятой проводником
тепла. Выходит, как будто, что тепло распространяется с бесконечно боль-
шой скоростью. На самом деле, с бесконечной скоростью распространяет-
ся плотность вероятности.

Другое важное следствие основного постулата состоит в том, что мак-
роскопические уравнения, в принципе, должны быть дополнены уравне-
ниями для случайных отклонений от средних. Эти отклонения называются
флуктуациями соответствующих величин, и обычно они бывают малыми.
Несмотря на это, именно флуктуации вызывают некоторые макроскопиче-
ски наблюдаемые явления. Например, голубой цвет неба объясняется рас-
сеиванием солнечного света на флуктуациях плотности воздуха в высоких
слоях атмосферы. О другом замечательном явлении того же рода — о бро-
уновском движении — дальше мы поговорим подробнее.

Как и многие другие общие положения естествознания, приведенный
выше принцип не содержит ясных условий его применимости. Вам, навер-
ное, бросилось в глаза, что он ничего не говорит о том, какая именно ин-
вариантная плотность (если их много) является «надлежащей». Мы теперь
рассмотрим то распределение вероятности в фазовом пространстве систе-
мы, которое, если не всегда, то, во всяком случае, для весьма широкого кру-
га явлений оказывается адекватным и блестяще подтверждается экспери-
ментом.

22. О законах термодинамики

В настоящее время термодинамика, по крайней мере, некоторое ее яд-
ро, вполне формализовано и может считаться с формальной точки зрения
одним из разделов математической физики. Она основывается на неболь-
шом числе аксиом, обычно называемых законами или началами. Перед тем
как напомнить Вам начала термодинамики, замечу, что название «термо-
динамика» неточно. На самом деле, эта наука изучает равновесные, ста-
тические состояния, а не эволюцию. Более правильным было бы название
«термостатика», хотя в термодинамике рассматриваются также квазиста-
тические процессы — столь медленные, что в каждый момент времени к
ним применимы начала термодинамики. Поскольку термин термодинамика
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был уже занят, истинную термодинамику стали называть неравновесной
термодинамикой.

Нулевое начало термодинамики. Оно состоит в том, что в число пара-
метров, описывающих состояние изучаемой системы, входит температура
T . Другими параметрами могут быть объем, плотность, концентрации раз-
личных компонент вещества, а также и параметры, характеризующие элек-
тромагнитное поле, скажем, напряженности электрического и магнитного
полей. Возможно и появление иных параметров, характеризующих различ-
ные поля и виды вещества.

Термодинамика, особенно неравновесная термодинамика — наука с боль-
шой претензией, полагающая, что она должна описывать любую физиче-
скую систему. Если даже температура не входит в число параметров состо-
яния некоторой системы, то физик скажет, что в ней процессы изотермичны
(происходят при постоянной температуре).

Первое начало термодинамики. Первым началом термодинамики на-
зывают закон сохранения и превращения энергии применительно к тер-
модинамическим системам. Этот закон в дифференциальной форме может
быть выражен равенством

dE = δQ + δA. (22.1)

Здесь E — внутренняя энергия системы. Постулируется, что E — функ-
ция состояния системы. Далее δQ — элементарное количество тепла, пере-
данное системе в результате данного процесса. Подчеркннем, что, вообще
говоря, не существует функции состояния Q, так что обозначение δQ сле-
дует понимать как единый символ, δQ — функция процесса, а не состояния.
Наконец, δA — элементарная работа, произведенная над системой внеш-
ними силами, это также функция процесса, и не существует такой функции
состояния A. Однако во многих важных случаях внешние силы оказыва-
ются потенциальными, и тогда можно записать, что δA = dW , где W —
потенциальная энергия внешних сил, которая уже является функцией со-
стояния.

С математической точки зрения, dE, δQ и δA суть дифференциальные
1–формы, называемые также пфаффовыми формами. Если x1, . . . , xn —
параметры состояния, то каждую из 1–форм, например δA, можно пред-
ставить в виде

δA =
n∑

k=1

ak(x1, . . . , xn)dxk. (22.2)

Не всякая такая форма может быть представлена как дифференциал неко-
торой функции, если это возможно, то форму называют точной. Напри-
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мер, для энергии E = E(x1, . . . , xn) имеем

dE =
n∑

k=1

∂E

∂xk
dxk. (22.3)

Второе начало (второй закон) термодинамики. Этот закон по су-
ществу состоит из двух частей. Первая из них (мало известная широкой
публике) состоит в том, что существует функция состояния S, назы-
ваемая энтропией, такая, что дифференциальная форма δQ может
быть представлена в виде

δQ = TdS. (22.4)

Таким образом, форма δQ, не будучи точной, является голономной — пре-
вращается в точную пфаффову форму после умножения на интегрирующий
множитель 1/T . При обратимых процессах энтропия остается постоянной.

Вторая часть закона состоит в том, что при необратимых процессах в
замкнутой термодинамической системе энтропия всегда возрастает. Систе-
ма называется замкнутой, если она не взаимодействует с другими си-
стемами, в частности, на нее не действуют извне механические или, ска-
жем, электрические силы, а также исключена теплопередача — поступле-
ние теплоты от других систем или отвод тепла.

Второе начало термодинамики широко известно и зачастую поминает-
ся в различных вульгаризованных формах. Стоит подчеркнуть, что энтро-
пия возрастает лишь в замкнутых системах, а в столь сложных систе-
мах как живые организмы, росту энтропии противостоит взаимодействие с
внешним миром (питание, дыхание), дающее постоянный приток энергии. В
форме замкнутой системы живые организмы не могут существовать. В ко-
нечном счете, условием жизни на Земле является приток энергии от солнца.
Гораздо меньше приток энергии от радиоактивного распада веществ, вхо-
дящих в состав вещества Земли.

Замечу еще, что у второго начала термодинамики имеются и другие,
более приземленные формулировки. Например, можно его выразить так:
теплота не может передаваться от холодного тела к горячему (с
более высокой температурой). Теплота не может передаваться от хо-
лодного тела к горячему ни в каком процессе, если в нем не участвуют дру-
гие тела.

Второе начало термодинамики занимает особое место среди всех физи-
ческих законов. Это единственный закон, который, как говорят, определяет
«стрелу времени», направление эволюции.
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Основные законы термодинамики были установлены в середине XIX ве-
ка в трудах Джоуля, Майера, Карно (первое начало термодинамики) и Кар-
но, Клаузиуса, Кельвина (второе начало). Имеется еще третье начало тер-
модинамики (постулат Нернста), которое гласит, что абсолютный нуль тем-
пературы недостижим. Первой задачей статистической механики, которую
стал развивать Людвиг Больцман, было объяснение законов термодинами-
ки на основе представления о веществе как о совокупности атомов и моле-
кул.

23. Теоремы Пуанкаре о возвращении

Прелесть математической физики для исследователя состоит и в том,
что никогда не знаешь, чем нужно будет заниматься завтра. Математиче-
ская физика изумительно разнообразна и по постановке проблем, и по при-
влекаемому математическому аппарату. Признаюсь, мне иногда трудно по-
нять, как это у многих чистых математиков хватает терпения десятки лет
заниматься одним и тем же, оставаясь в узких рамках одного предмета.

Мы сейчас начинаем постепенно переходить от классической механики
к статистической физике (механике). Первой основной целью этой науки
является объяснение и углубленное понимание основных законов термо-
динамики. Например, мы с вами увидим, как из классической механики с
применением идей теории вероятностей можно вывести закон Клапейрона–
Менделеева для газов. В основе этого исследования лежит представление
о веществе, скажем, о газе, как о совокупности взаимодействующих мате-
риальных частиц. Из всех мыслимых форм уравнений движения в механике
наиболее подходящими для развития статистической механики оказались
гамильтоновы уравнения. Мы уже сделали первый шаг к развитию стати-
стической механики, когда вывели уравнение Лиувилля и нашли инвари-
антную меру на изоэнергетической поверхности. И вот оказывается, что для
второго шага нужно теперь заняться работой на значительно более высо-
ком уровне абстракции.

Вообще, математические идеи и теории становятся наиболее понятны-
ми и обозримыми, когда они излагаются в надлежащей степени общности.
Тут, конечно, нужно чувство меры, бывает и так, что чрезмерная общность
рассмотрения затемняет главные идеи.

Анри Пуанкаре в конце XIX-го века первым понял, сколь безнадежно
пытаться найти полный набор интегралов для достаточно сложных и общих
механических систем. Он построил примеры таких систем, у которых нет
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иных интегралов, кроме интеграла энергии. Более того, именно такая ситу-
ация является типичной. Пуанкаре рассматривал системы, получаемые ма-
лым возмущением некоторой вполне интегрируемой системы. Оказалось,
что таким путем в условиях общего положения получаются неинтегрируе-
мые системы.

Как вообще доказать, что некоторая система не имеет интеграла? Это
может случиться, если движения системы весьма сложны, например, име-
ется движение — решение x(t) соответствующей системы дифференциаль-
ных уравнений в Rn, траектория T которого всюду плотна в некоторой об-
ласти D в Rn. Если теперь предположить, что имеется интеграл ϕ(x), так
что ϕ(x(t)) = c (c — постоянная) для всех t, то в итоге получится, что
функция ϕ(x) постоянна всюду на плотном множестве вD— на траектории
T . Но если ϕ — непрерывная функция, постоянная на плотном множестве,
то она постоянна и на его замыкании, так что ϕ(x) = c всюду в областиD.
Выходит, ϕ — тривиальный интеграл, по крайней мере, в областиD.

Если допустить, что ϕ — аналитическая функция, то по теореме един-
ственности для аналитических функций выйдет, что ϕ(x) = c всюду в Rn.

Для аналитических функций ϕ при определенных дополнительных усло-
виях бывает даже достаточно предположить, что траектория T плотна не
во всей области D, а лишь, на некоторой гиперповерхности. И отсюда уже
удается вывести, что эта функция есть константа.

Оказывается, траектории со столь сложным поведением действительно
существуют в механических системах, что и препятствует существованию
нетривиальных интегралов.

Пространство с мерой. Пусть X — множество, его элементы могут
иметь любую природу. Предположим, что выделен некоторый класс Σ его
подмножеств, который является σ-алгеброй. Это означает, что теоретико-
множественные операции — взятие объединения, пересечения, разности,
дополнения, примененные даже счетное число раз, не выводят за пределы
класса Σ. Например, если множества E1, E2, . . . принадлежат классу Σ (в
символах En ∈ Σ, n = 1, 2, . . .), то их объединение и пересечение также
принадлежат классу Σ, или в символах,

∞⋃
n=1

En = E1 ∪ E2 ∪ . . . ∪ En ∪ . . . ∈ Σ,

∞⋂
n=1

En = E1 ∩ E2 ∩ . . . ∩ En ∩ . . . ∈ Σ.

(23.1)

Если E ∈ Σ, и E′ = X \ E — его дополнение, то и E′ ∈ Σ.
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Мера. Согласно определению, мера µ есть неотрицательная σ-адди-
тивная функция множеств, заданная на некоторой σ-алгебре Σ. Это озна-
чает, что класс Σ содержит пустое множество ∅ и все множество X , и
для любого счетного набора непересекающихся множеств E1, E2, . . . ∈ Σ
справедливо равенство

µ

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

µ(En). (23.2)

Подчеркну, что это равенство постулируется лишь для случая, когда Ek ∩
En = ∅ при k 6= n. На самом деле, оно справедливо и при несколько более
широких условиях (см. ниже).

Множества, принадлежащие классу Σ, называются измеримыми, а точ-
нее, µ-измеримыми. Это уточнение нужно, конечно, лишь в случае, когда
мы имеем дело с несколькими мерами.

Замечу, что в современной математике в ходу и различные обобщения
понятия меры — рассматриваются конечно-аддитивные меры, знакопере-
менные меры (почему-то не привился выразительный термин заряд), век-
торнозначные меры. Знакомясь с литературой, посмотрите, что означает в
каждом случае термин мера.

Зачастую разрешается, чтобы мера µ принимала и бесконечное значе-
ние. Если µ(X) < ∞, то и мера любого измеримого множества конечна. В
этом случае мера µ называется конечной.

Согласно принятой идеологии, множествами меры ноль мы пренебре-
гаем — не считаем, что два измеримых множества E и F различны, ес-
ли они отличаются на множество меры ноль. В символах это означает, что
µ(E∆F ) = 0; напомню, что симметрическая разность E∆F определяется
как E∆F = (E \ F ) ∩ (F \ E).

Точно также не различаются отображения пространств с мерой, если их
значения различны лишь для множества значений аргумента, которое имеет
нулевую меру.

Очень часто то или иное свойство устанавливается не для всех точек
пространства с мерой, а лишь для всех точек за исключением множества
точек, имеющих меру ноль. В этом случае говорят, что данное свойство име-
ет место для почти всех точек или почти всюду, или для почти любой
точки. Заметим, что понятие «почти всюду» зависит от выбора меры, по-
этому, когда нужно быть более точными, говорят «µ-почти всюду» и т. д.

Говоря более строго, в теории пространств с мерой и их отображений,
мы имеем дело не с множествами и не с отображениями, а с классами эк-
вивалентных множеств и классами эквивалентных отображений. При этом
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всякое множество меры ноль рассматривается по сути, как пустое множе-
ство, потому что оно эквивалентно пустому. Соответственно, если µ(E1 ∩
E2) = 0, то измеримые множества E1 и E2 трактуются, как непересека-
ющиеся. В частности, равенство (23.2) верно и в том случае, когда µ(Ek ∩
E`) = 0 при всех k и `, лишь бы k 6= `. (Проверьте это).

Отображения, сохраняющие меру. Отображение T : X → X на-
зывается измеримым, если (полный) прообраз T−1(E) всякого измеримо-
го множества E есть измеримое множество. Если отображение T взаимно
однозначно, то можно сформулировать это определение в эквивалентной
и чуть более наглядной форме. Именно, потребуем, чтобы отображение T
переводило всякое измеримое множество в измеримое: E ∈ Σ → TE ≡
T (E) ∈ Σ.

Скажем, что измеримое и взаимно однозначное отображение T : X →
X сохраняет меру µ, если для всякого E ∈ Σ

µ(TE) = µ(E). (23.3)

Для взаимно однозначных отображений равенство (23.3) можно записать в
эквивалентной форме

µ(T−1E) = µ(E) (23.4)

для всех E ∈ Σ. На самом деле, определение (23.4) имеет преимущества
по сравнению с (23.3). Первое преимущество носит технический характер
и состоит в том, что в дальнейших рассмотрениях гораздо чаще придет-
ся пользоваться именно равенством (23.4). Второе преимущество — более
принципиально: определение (23.4) распространяется и на не взаимно од-
нозначные отображения. При этом T−1E означает полный прообраз —
множество всех тех x ∈ X , которые под действием отображения T пере-
ходят в E, то есть, по определению,

T−1E = {x : Tx ∈ E}.

Теорема 1 (теорема Пуанкаре о возвращении множеств). Пусть
E — измеримое множество в пространстве с конечной мерой
(X, Σ, µ), причем µ(E) > 0. Пусть T : X → X — отображение, со-
храняющее меру µ. Тогда найдется такое натуральное n, что (см.
рис. 12)

µ(TnE ∩ E) > 0. (23.5)

Доказательство. Рассуждая от противного, предположим, что для всех
n = 1, 2, . . .

µ(TnE ∩ E) = 0. (23.6)



202 В. И. Юдович. Математические модели естествознания

��
�

� �
� �
�

X

E
TnE

Рис. 12

Тогда из (23.6) последует, что множества T kE и TnE тоже имеют пере-
сечение меры ноль: µ(T kE ∩ TnE) = 0 для всех натуральных k и n при
k 6= n. Для определенности будем считать, что k < n. Тогда

µ(T kE ∩ TnE) = µ(T k(E ∩ Tn−kE)) = µ(E ∩ Tn−kE) = 0. (23.7)

Мы учли, что T k сохраняет меру µ, как и отображение T , а затем восполь-
зовались равенством (23.6).

Таким образом, мы построили последовательность измеримых, попар-
но непересекающихся множеств E, TE, T 2E, . . .. Все они имеют одну и
ту же меру: µ(T kE) = µ(E) = m > 0. Но отсюда следует равенство

µ

(
n−1⋃
k=0

T kE

)
=

n−1∑
k=0

µ(T kE) = nm (23.8)

для любого n = 1, 2, . . . (мы считаем, что T 0 = id). Так как мера любого
подмножества в X не превосходит µ(X), получаем

nm < µ(X). (23.9)
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Ввиду конечности меры µ, это неравенство не может выполняться для всех
натуральных n. Полученное противоречие показывает, что равенство (23.6)
при некотором n нарушается. Теорема доказана.

• Замечу, что на последнем шаге доказательства мы воспользовались
аксиомой Архимеда. Это он в своей работе «Псаммит, или исчисле-
ние песчинок» установил, что выбрав любую единицу измерения, ска-
жем, веса или длины (у нас это m), можно для любого сколь угодно
большого числа (у нас это µ(X)) найти столь большое n, что нера-
венство (23.9) будет нарушено. В этой работе Архимед очень близко
подошел к открытию позиционной системы счисления (многие, самые
крупные математики, считают, что это было величайшим открытием
за всю историю науки). Конечно, сейчас все это очевидно, но кто-то
должен был первым это понять. Это сделал Архимед.

Английский историк Арнольд Тойнби написал работу, в которой по-
пытался предугадать, как развивалось бы человечество, если бы Ар-
химед действительно сделал это открытие. Получилось, что развитие
техники пошло бы несравненно быстрее, возможно, она развилась бы
в других странах, и мир сейчас был бы совсем иным.

Из теоремы Пуанкаре вытекает важное следствие, которое применяет-
ся, пожалуй, чаще, чем сама теорема.

Следствие 1. В условиях теоремы 1 существует последователь-
ность натуральных чисел n1, n2, . . ., стремящаяся к бесконечности
(nk → +∞), такая что

µ(TnkE ∩ E) > 0. (23.10)

Доказательство. Пусть N — натуральное число. Применим теорему 1
к отображению TN : X → X , которое, конечно, тоже сохраняет меру µ.
Получится, что для некоторой его степени TNk

µ(TNkE ∩ E) > 0. (23.11)

Положим n1 = Nk. Повторим это рассуждение с заменой N на n1. То-
гда получится, что пересечение множества Tn1 k1E = TNkk1E с E имеет
положительную меру. Положим n2 = Nkk1. Продолжая аналогично, мы
построим последовательность n1 < n2 < . . . < nk < . . . такую, что
выполняется (23.10).

Согласно этому следствию, «возвращение» (частичное) множества E
будет происходить бесконечно много раз, при сколь угодно больших значе-
ниях дискретного времени n.
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Теорема 2 (теорема Пуанкаре о возвращении точек). Пусть E —
измеримое множество в пространстве с мерой (X, Σ, µ), и преобра-
зование T : X → X сохраняет меру µ. Предположим, что мера µ

конечна: µ(X) < +∞. Тогда для почти любой точки x ∈ E найдет-
ся натуральное число n = n(x) такое, что Tnx ∈ E.
Доказательство. Напомню, что выражение «почти любая» означает, что
множество исключительных точек имеет меру ноль. Более точное выраже-
ние: µ-почти любая. Хотя формально мы не обязаны вводить в условия тео-
ремы требование, чтобы мера множества E была положительна, ясно, что
случай µ(E) = 0 бессодержателен — все множество E может тогда быть
исключительным. Таким образом, дальше можно считать, что µ(E) > 0.

Построим подмножество F ⊂ E, состоящее из исключительных точек.
Обозначим дополнение X\E через E′. Тогда T−1E′ есть множество точек,
которые не попадают в E после однократного применения преобразования
T (после одного шага итераций), T−2E′ — множество точек, не попадаю-
щих в E после двух шагов, ..., T−nE′ — после n шагов, и т. д. Ясно, что
множество

F = E ∩ T−1E′ ∩ . . . ∩ T−nE′ ∩ . . .

есть множество точек множества E, не возвращающихся в E никогда.
Множества F и T−nF не пересекаются при любом натуральном n.

Действительно, если x ∈ F ∩ T−nF , то Tnx ∈ F ⊂ E, то есть точка
x возвращалась бы, в противоречии с определением множества F .

Теперь мы можем установить, что множества F , T−1F , . . . , T−nF, . . .
попарно не пересекаются. Действительно, T−kF ∩ T−nF = T−k(F ∩
T−(n−k)F ), когда, например, n > k. Понятно, что образ пустого множе-
ства (при отображении T−k) пуст.

Построена последовательность непересекающихся множеств F , T−1F
. . ., T−nF, . . ., имеющих одну и ту же меру: µ(T−nF ) = µ(F ). Как мы уже
видели, ввиду конечности меры µ, это возможно лишь в случае µ(F ) = 0.
Теорема доказана.

Следствие 2. Для почти любого x ∈ E существует бесконечная по-
следовательность натуральных чисел n1, n2, . . . такая, что nk → ∞ и
Tnkx ∈ E.
Доказательство. Доказательство проводится, по сути, так же, как и в слу-
чае теоремы о возвращении множеств. Проведите его сами. Заметьте лишь,
что когда мы говорим «почти для всех точек», то каждый раз приходится
иметь в виду различные множества меры ноль. Но счетное объединение
множеств меры ноль (вот она — σ-аддитивность!) есть множество меры
ноль.
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В приложениях к механике мы можем выбрать в качестве множества E
сколь угодно малую окрестность (любого!) заданного состояния в фазовом
пространстве. Получится, что в будущем система много раз будет возвра-
щаться в эту — сколь угодно малую окрестность. Представим себе, напри-
мер, что рассматриваемая механическая система есть совокупность моле-
кул воздуха в этой аудитории. Выберем состояние, в котором весь воздух
сосредоточился вблизи одного угла, а остальная часть аудитории — ваку-
ум. Выходит, время от времени весь воздух в этой комнате будет собирать-
ся вблизи угла (если бы однажды было создано такое состояние). Всем, кто
находится далеко от этого угла, придется плохо.

Сейчас это уже трудно себе представить, но в конце XIX века многие
выдающиеся ученые сильно сомневались в существовании атомов. Приме-
ры вроде нашего примера с воздухом считались сильными возражениями
против статистической теории газов. Конечно, никто еще не видел, чтобы
весь воздух собрался в одной части комнаты. Людвиг Больцман, внесший
огромный вклад в развитие этой теории, на подобные возражения ответил
очень коротко: «Долго же вам придется ждать!» И в самом деле, совре-
менные оценки показывают, что подобное явление очень мало вероятно,
вероятное время его ожидания составляет много миллиардов лет, что пре-
восходит время существования Вселенной. Философы спорят, считать ли
такие явления возможными, но мало вероятными, или попросту объявить
их невозможными. На практике мы конечно, считаем их невозможными, во
всяком случае, действуем, не принимая такие «возможности» во внимание.

24. Гидродинамическая интерпретация систем
дифференциальных уравнений и теорема Лиувилля

Рассмотрим дифференциальное уравнение в Rn

ẋ = v(x, t). (24.1)

Предположим, чтобы не отвлекаться от главного, что задача Коши для
уравнения (24.1) с начальным условием

x(0) = a (24.2)

глобально однозначно разрешима: для любого a ∈ Rn задача Коши (24.1)–
(24.2) имеет, и притом единственное, решение x = x(a, t), определенное
для всех t ∈ R. Кроме того, будем предполагать, что поле v гладко зависит
от x и от t.
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В этих условиях эволюционный оператор N t : Rn → Rn определен
для всех t ∈ R, a ∈ Rn, так что

x(a, t) = N ta. (24.3)

Для неавтономного уравнения (24.1) оператор N t зависит, конечно, от вы-
бора начального момента, но здесь мы не собираемся его менять.

Представим себе, что пространство Rn заполнено некоторой жидко-
стью. Решение x(a, t) будем трактовать как движение жидкой частицы, ко-
торая в момент времени t = 0 находилась в точке a. Векторное поле v(x, t)
приобретает смысл скорости той жидкой частицы, которая в момент t на-
ходится в точке x ∈ Rn.

В гидродинамике применяются два подхода к описанию движений жид-
кости. В первом из них, который называется эйлеровым, изучается эво-
люция поля скорости v(x, t) течения жидкости. Второй подход называет-
ся лагранжевым и состоит в описании движения жидкой частицы x(a, t).
Названия эти условны — Эйлер знал оба подхода. Эйлерово и лагранже-
во описания течения жидкости связаны между собой посредством задачи
Коши (24.1)–(24.2). Если известно поле скорости v(x, t), то чтобы най-
ти движение частиц x(a, t), нужно решить задачу Коши (24.1)–(24.2) для
всех a. Если известно движение x(a, t) любой частицы, то поле скорости
v(x, t) определяется как ẋ(a, t), где a выражено через x, так что

v(X, t) = ẋ(a(X, t), t), (24.4)

где a = a(X, t) находится из уравнения x(a, t) = X для любого X ∈ Rn.

Уравнение неразрывности — уравнение Лиувилля

Изложенная гидродинамическая интерпретация задачи Коши (24.1)–
(24.2) вызывает к жизни новые вопросы. Теперь начальное значение a не
будет фиксированным, мы будем заниматься всей совокупностью задач Ко-
ши, рассматривая a как новую векторную переменную. Как Вам известно
из курса обыкновенных дифференциальных уравнений, в случае гладкого
поля v(x, t) вектор-функция x(a, t) гладко зависит от a ∈ Rn и от t ∈ R.

Зная, как двигаются жидкие частицы, мы можем проследить и за эволю-
цией областей, состоящих из одних и тех же частиц. Если D — некоторая
область в Rn, то составляющие ее при t = 0 жидкие частицы в момент t за-
нимают объем Dt = N t(D). Представим себе, что при t = 0 задана плот-
ность ρ0(a) рассматриваемой жидкости. Поставим вопрос о том, как найти
плотность жидкости ρ(x, t) в момент t в предположении, что выполняется
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Рис. 13

закон сохранения массы. К решению этого вопроса можно применить как
эйлеров подход, так и лагранжев.

Лагранжев подход. В лагранжевой форме закон сохранения масс за-
писывается в виде

ρ(x, t)dx = ρ0(a)da. (24.5)

Это дифференциальная форма закона. Если вспомнить формулу преобра-
зования объемных интегралов при замене переменных, придем к формуле

ρ(x, t)dx = ρ(x, t)
∣∣∣∣det

(
∂x

∂a

)∣∣∣∣ da = ρ0(a)da, (24.6)

в которой появляются матрица Якоби

∂x

∂a
=
(

∂xi

∂ak

)n

i,k=1

и абсолютная величина ее определителя — якобиана. В результате прихо-
дим к уравнению неразрывности в лагранжевой форме

ρ(x, t) det
(

∂x

∂a

)
= ρ0(a), (24.7)

где a = (N t)−1x; в автономном случае, когда v = v(x) и не зависит от t,
можно записать a = N−tx.

Якобиан J = det
(

∂x
∂a

)
, на самом деле, положителен, поэтому и опу-

щен знак модуля в (24.7). Действительно, J ≡ 1 при t = 0 и не может
обращаться в ноль (см. упражнение 2).

Заметим, что положительность функции ρ никак не использована, так
что предыдущий вывод годится и для знакопеременной функции ρ. Напри-
мер, он применим, когда ρ — плотность электрических зарядов, да и вооб-
ще, к произвольной функции ρ.

Эйлеров подход. Закон сохранения массы дает соотношение∫
Dt

ρ(x, t)dx =
∫
D

ρ0(a)da (24.8)

для любой области D ⊂ Rn и ее образа Dt = N t(D) под действием эво-
люционного оператора N t. Действительно, справа стоит масса жидкости,
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заключенной в области D, а слева — масса той же жидкости, занимающей
в момент t область Dt.

Воспользуемся известной формулой дифференцирования по параметру
интеграла по области, зависящей от этого параметра,

d

dt

∫
Dt

ρ(x, t)dx =
∫
Dt

∂ρ(x, t)
∂t

dx +
∫

∂Dt

ρvndS. (24.9)

Предполагается, что функция ρ достаточно регулярна, скажем, непрерывно
дифференцируема по параметру t, а граница ∂Dt — гладкая и гладко зави-
сит от t. Через vn = vn(x, t), x ∈ ∂Dt, обозначена нормальная компонен-
та скорости точки границы (иногда говорят «кажущаяся» скорость). Знак
плюс у второго слагаемого соответствует выбору внешней нормали. Если
граница области Dt (или ее часть) задана уравнением Φ(x, t) = 0, причем
Φ(x, t) < 0 при x ∈ Dt, то орт внешней нормали n можно представить в

виде n =
∇Φ
|∇Φ|

— в предположении, что нигде на границе знаменатель не

обращается в ноль. При этом vn дается формулой

vn = − 1
|∇Φ|

∂Φ
∂t

. (24.10)

В случае области Dt можем написать: vn = v · n. Вообще же, формула
(24.9) не требует знания движения частиц внутри области и поля их ско-
ростей v. По-видимому, формула (24.9) Вам известна из курса механики
сплошной среды, см. также книгу С. Л. Соболева [40].

Формула (24.9) имеет весьма наглядный смысл, она говорит, что масса
жидкости изменяется лишь вследствие двух причин: изменения плотности
внутри области со временем и наличия потока плотности внутрь области
через границу.

Поскольку поле скорости v(x, t) известно, поверхностный интеграл в
(24.9) можно преобразовать в объемный интеграл при помощи формулы
Гаусса–Остроградского, в результате получим

d

dt

∫
Dt

ρ(x, t)dx =
∫
Dt

(
∂ρ

∂t
+ div (ρv)

)
dx = 0. (24.11)

Последнее равенство выполняется в силу (24.8). Напомню, что в декарто-
вых координатах дивергенция поля v = (v1, . . . , vn) выражается в виде

div v =
n∑

i=1

∂vi

∂xi
.
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Очевидно, в качестве Dt можно выбрать произвольную область в Rn.
Ее прообраз есть D = (N t)−1(Dt). Но если интеграл от некоторой непре-
рывной функции по произвольной области равен нулю, то сама эта функция
тождественно равна нулю. Если о функции известно лишь, что она интегри-
руема по Лебегу, то она при таком условии равна нулю почти всюду. Таким
образом, из (24.11) следует уравнение неразрывности в эйлеровой фор-
ме, называемое также уравнением Лиувилля

∂ρ

∂t
+ div ρv = 0. (24.12)

Наш вывод представляет собой вполне очевидное обобщение вывода урав-
нения неразрывности в механике сплошной среды. Разумеется, для этого
вывода физический смысл функции ρ, а также ее положительность, не име-
ют значения.

Можно также получить уравнение неразрывности (24.12) из лагранже-
ва уравнения неразрывности (24.7). Для этого достаточно продифференци-
ровать уравнение (24.7) по t (при фиксированном a) и применить результат
упражнения 2. Уравнение неразрывности получится в виде

dρ

dt
+ ρ div v = 0. (24.13)

Здесь через
d

dt
обозначена производная по t при фиксированном a, то есть

при фиксированной жидкой частице. Она называется материальной про-
изводной (а также субстанциональной или индивидуальной). В эйле-
ровых переменных материальная производная выражается формулой

d

dt
=

∂

∂t
+ v · ∇. (24.14)

Разумеется, уравнения (24.12) и (24.13) совпадают.
В общей теории дифференциальных уравнений в частных производных

первого порядка (см., например, несколько старомодное, но весьма нагляд-
ное изложение в книге В. В. Степанова [41]) переход к лагранжеву опи-
санию называется методом характеристик. Характеристики уравнения
неразрывности (24.12) суть движение жидких частиц. Полученное выше
лагранжево уравнение неразрывности (24.7) дает возможность свести ре-
шение задачи Коши для уравнения (24.12) с начальным условием ρ(x, 0) =
ρ0(x) к решению задачи Коши (24.1), (24.2) для уравнения характеристик.
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Ответ записывается в виде

ρ(x, t) =
ρ0(a(x, t))
J(a(x, t), t)

, (24.15)

где J(a, t) = det
(

∂x(a, t)
∂a

)
.

Инвариантная мера и инвариантная плотность

В случае, когда v = v(x), т. е. не зависит от t, особый интерес представ-
ляют решения уравнений Лиувилля, не зависящие от времени. Если такое
решение ρ(x) всюду неотрицательно: ρ(x) ≥ 0 для всех x ∈ Rn, то его на-
зывают инвариантной плотностью. Если еще выполняется равенство∫

Rn

ρ(x)dx = 1, (24.16)

то такую плотность называют нормированной или вероятностной, а
также плотностью вероятности. Знание плотности вероятности ρ поз-
воляет для любой наблюдаемой ϕ, то есть функции ϕ : Rn → R на фазовом
пространстве системы, определить ее среднее значение равенством

ϕ =
∫

Rn

ϕ(x)ρ(x) dx. (24.17)

В теории вероятностей наблюдаемое ϕ носит название случайной вели-
чины, а ее среднее ϕ называется математическим ожиданием данной
случайной величины.

Инвариантная плотность определяет инвариантную меру µ(Ω) всякого
измеримого по Лебегу множества Ω. Достаточно положить

µ(Ω) =
∫
Ω

ρ(x)dx. (24.18)

Свойства инвариантности выражается равенством

µ(N tΩ) = µ(Ω). (24.19)

Замечу, что, во-первых, не всякая мера обладает плотностью, а лишь меры,
абсолютно непрерывные по отношению к мере Лебега. Во-вторых, опре-
деление инвариантной меры естественно распространяется и на необрати-
мое отображение N произвольного пространства с мерой (X, µ). В таком
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случае, однако, определение следует видоизменить: вместо (24.19), потре-
бовать, чтобы выполнялось равенство

µ(N−1Ω) = µ(Ω). (24.20)

При этом N−1Ω означает полный праобраз измеримого относительно µ

отображения N . Для обратимых отображений оба определения, конечно,
эквивалентны.

Проблемам, связанным с инвариантными мерами динамических систем —
потоков и каскадов, посвящена эргодическая теория динамических си-
стем — одна из самых красивых и увлекательных областей математики;
читайте книги [48, 31]. Подробнее об инвариантных мерах мы поговорим
дальше.

Наиболее простой и весьма важный случай инвариантной плотности
представится, если уравнение Лиувилля (24.12) допускает постоянное ре-
шение ρ = 1. Для этого, очевидно, нужно, чтобы выполнялось условие

div v = 0. (24.21)

Лагранжево уравнение неразрывности (24.7) в этом случае принимает вид

det
(

∂x

∂a

)
= 1. (24.22)

В частности, это означает, что имеет место сохранение объемов

Vol Dt = Vol D (24.23)

для любой области D ⊂ Rn, причем Dt = N tD. Жидкость, таким обра-
зом, в этом случае несжимаема (конечно, и нерастяжима). Сформулируем
полученные результаты подробнее.

Предложение. Для того чтобы фазовая жидкость уравнения
(24.1) была несжимаемой, и жидкие объемы не менялись со временем,
необходимо и достаточно, чтобы поле скоростей v(x, t) было со-
леноидально, то есть удовлетворяло уравнению (24.21). При этом
уравнение Лиувилля принимает вид

dρ

dt
≡ ∂ρ

∂t
+ v · ∇ρ = 0. (24.24)

Функция ρ, таким образом, является в этом случае интегралом урав-
нения (24.1).
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Отсюда вытекает важное для статистической механики следствие: если
векторное поле v = v(x) соленоидально, а ρ(x) — некоторый ин-
теграл уравнения (24.1), то Φ(ρ) является решением уравнения Ли-
увилля (а также, конечно, и интегралом) при любой гладкой функ-
ции одного переменного Φ.

Стоит подчеркнуть, что, существование инвариантной плотности, как и
существование нетривиального интеграла, есть весьма специальное свой-
ство дифференциального уравнения — вообще говоря, дифференциальное
уравнение в Rn инвариантных плотностей не имеет (см. упражнения 4 и 5).

Несжимаемость фазовой жидкости для гамильтоновой системы

В случае гамильтоновой системы (см. (20.14))

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, i = 1, . . . , n (24.25)

уравнение Лиувилля (24.12) принимает вид

∂ρ

∂t
+

n∑
i=1

(
∂ρ

∂qi

∂H

∂pi
− ∂ρ

∂pi

∂H

∂qi

)
= 0. (24.26)

Надеюсь, Вас не затруднит, что первые n переменных 2n-мерной системы
(24.25) обозначаются через q1, . . . , qn, а остальные — через p1, . . . , pn.

Припомнив определение скобки Пуассона (20.38), можем записать урав-
нение (24.26) в компактной форме

∂ρ

∂t
+ {ρ,H} = 0. (24.27)

Физики обычно называют уравнением Лиувилля именно формулу (24.27)
или (24.26). Это уравнение даже в общем случае гамильтониана H(q, p, t)
всегда имеет постоянное стационарное решение. Таким образом, плотность
ρ = 1 инвариантна. Фазовая жидкость гамильтоновой системы несжи-
маема. Этот вывод полагается в основу статистической механики, ко-
торой мы скоро станем заниматься.

Вероятностная трактовка уравнения Лиувилля и инвариантной
плотности

Рассмотрим снова задачу Коши (24.1)–(24.2). Предположим теперь,
что a — случайная точка в Rn, и ее случайное распределение задается
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плотностью вероятности ρ0(a). При этом считаем, что дальнейшее движе-
ние точки уже не является случайным, а происходит в соответствии с диф-
ференциальным уравнением (24.1). Это означает, что плотность вероят-
ности ρ(x, t) в момент времени t удовлетворяет уравнению (24.7).
Но из уравнения (24.7) следует, как мы уже установили, уравнение Лиувил-
ля (24.12). Таким образом, мы приходим к важному выводу.

Если случайное распределение начальных точек a определяется
плотностью вероятности ρ0(a), причем дальнейшее движение, ко-
гда точка a уже зафиксирована, определяется дифференциальным
уравнением (24.1), то в момент времени t соответствующая плот-
ность вероятности ρ(x, t) есть решение уравнения Лиувилля (24.12)
с начальным условием ρ(x, 0) = ρ0(x).

Упражнения

1. Пусть D — ограниченная область с гладкой границей S. Предполо-
жим, что гладкое в замкнутой области D поле v(x, t) для любого t каса-
ется поверхности S (имеет на S нулевую нормальную компоненту). Дока-
жите, что в этом случае задача Коши (24.1)–(24.2) глобально однозначно
разрешима. Докажите также, что в случае неограниченной области D это
утверждение становится уже неверным, но будет все-таки верным, если на
бесконечности поле v растет не быстрее, чем линейно.
2. Применяя формулу дифференцирования определителя по параметру, до-

кажите, что якобиан J = det
(

∂x

∂a

)
, где x = x(a, t) — решение задачи

Коши (24.1)–(24.2), удовлетворяет уравнению

dJ

dt
= J div v.

3. Докажите формулу

div ρv = ρ div v + v · ∇ρ

и установите совпадение уравнений (24.12) и (24.13).
4. Докажите, что скалярное уравнение

ẋ = −x

не имеет инвариантной плотности.
5. Какими свойствами должен обладать спектр n × n матрицы A, чтобы
линейное дифференциальное уравнение ẋ = Ax в Rn допускало инвари-
антную плотность. (Ответ покажет Вам, сколь редким свойством является
наличие инвариантной плотности.)
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25. Распределение Гиббса

Поскольку гамильтониан H есть интеграл гамильтоновой системы (??),
а фазовая жидкость гамильтоновой системы несжимаема, то H = H(q, p)
является решением уравнений Лиувилля. Тогда и функция ρ = ρ(H) =
ρ(H(q, p)) также удовлетворяет уравнению Лиувилля. Потребуем, чтобы
инвариантная плотность ρ была вероятностной, то есть, чтобы выполня-
лось равенство ∫

R2n

ρ dx = 1. (25.1)

Здесь dx = dq dp — элемент объема фазового пространства. Возможно,
что конфигурационным пространством системы оказывается не все Rn, а
область D ⊂ Rn. Тогда фазовое пространство есть D×Rn, и вместо (25.1)
должно быть выполнено ∫

D×Rn

ρ dx = 1. (25.2)

При столь слабом ограничении существует обычно бесконечно много
инвариантных плотностей вида ρ = ρ(H). Сейчас мы опишем принцип вы-
бора единственной инвариантной плотности посредством предположения о
максимальном хаосе в системе. Следующий ниже вывод появился лишь в
середине XX-го века, сам Гиббс рассуждал иначе [9].

Дальше для определенности считаем, что фазовое пространств есть R2n.
Энтропия вероятностной системы. Рассмотрим систему, которая мо-

жет принимать n состояний, причем вероятность j-го состояния есть pj .
Энтропия S этой системы по определению дается равенством

S =
n∑

j=1

pj ln
1
pj

. (25.3)

Если pj = 0 для некоторого j, то будем считать, что pj ln pj = 0, и это
слагаемое в (25.3) можно пропустить.

Энтропия является мерой беспорядка (хаоса, неопределенности в си-
стеме), лишь постоянным множителем log2 e она отличается от информа-
ции по Клоду Шеннону, поскольку в теории информации приняты двоич-
ные логарифмы.
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Естественным обобщением (25.3) на случай непрерывного распределе-
ния с плотностью ρ служит равенство

S =
∫

R2n

ρ ln
1
ρ

dx. (25.4)

В случае условия (25.2) следует интегрировать по D × Rn.
Выберем среди всех инвариантных плотностей ρ(H) ту, которая до-

ставляет максимум энтропии S при дополнительном условии постоянства
средней энергии системы ∫

R2n

Hρ dx = E. (25.5)

Здесь E — заданная средняя энергия.
Мы пришли к задаче на условный экстремум. Решаем ее хорошо извест-

ным Вам методом Лагранжа. Вводим гладкую деформацию ρ̃(x, ε) искомой
функции ρ и определяем соответствующую этой деформации вариацию

δρ =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

ρ̃(x, ε).

Варьируя функционал S и полагая δS = 0, получаем равенство∫
R2n

(ln ρ + 1)δρ dx = 0. (25.6)

Это равенство выполняется, однако, не для произвольных вариаций δρ, а
лишь для таких, которые удовлетворяют дополнительным условиям, выво-
димым посредством варьирования условий связи (25.1) и (25.5)∫

R2n

δρ dx = 0, (25.7)∫
R2n

Hδρ dx = 0. (25.8)

Умножая (25.7) на постоянную λ, а равенство (25.8) — на µ, и складывая с
(25.6), придем к равенству∫

R2n

(ln ρ + 1 + λ + µH)δρ dx = 0. (25.9)
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При этом множители Лагранжа λ и µ можно считать выбранными таким
образом, что условия связи (25.1) и (25.5) выполнены, так что равенство
(25.9) выполняется уже для произвольной функции δρ. Отсюда следует ра-
венство

ln ρ + 1 + λ + µH = 0. (25.10)

В итоге приходим к распределению Гиббса

ρ = Ae−
H
B . (25.11)

Мы всего лишь изменили обозначения констант, положив A = e−1−λ,

B =
1
µ

. Постоянные A и B должны быть найдены из условий связи (25.1)

и (25.5). В частности, из условия нормировки (25.1) выводим

A =
1

P (B)
, P (B) =

∫
R2n

e−
H
B dx. (25.12)

Равенство (25.5) перепишется теперь в виде

E(B) = E, E(B) =
1

P (B)

∫
R2n

He−
H
B dx. (25.13)

Сделаем теперь обычные для статистической механики предположения о
гамильтониане H . Разумеется, в каждом конкретном случае их следует про-
верять перед тем, как применять дальнейшие выводы статистической меха-
ники.

1◦. Функция H ограничена снизу. Поскольку гамильтониан определен
с точностью до произвольной аддитивной постоянной, мы можем и будем
считать, что H(p, q) ≥ 0 всюду.

2◦. Интеграл (25.12) сходится при любом B > 0.
3◦. Функция E(B) на луче B > 0 строго монотонно возрастает, изме-

няясь от нуля (при B → 0) до +∞ (Рис. 14)
Из предположения 3◦ следует, что при любом заданном E > 0 из урав-

нения (25.13) однозначно находятся значения B. Тогда P (B) определяет-
ся однозначно равенством (25.12). Замечу, что в проблемах, связанных с
фазовыми переходами, встречаются гамильтонианы, для которых такой
однозначности нет.

Энтропия S, определенная равенством (25.4), также может быть выра-
жена как функция от B. Подставляя в это равенство выражение (25.11) для
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E

E

B B

Рис. 14

ρ, получаем

S = S(B) = lnP (B) +
E(B)

B
. (25.14)

Теперь заметим, что E(B) можно выразить через P (B). Действительно,
дифференцируя по B интеграл P (B) в (25.12), получаем

P ′(B) =
1

B2

∫
R2n

e−
H
B Hdx =

1
B2

E(B)P (B). (25.15)

Отсюда находим искомое выражение E(B)

E(B) = B2 d

dB
lnP (B). (25.16)

Мы пришли к важному выводу: основные в данной теории функции энергия
E(B) и энтропия S(B) выражаются через единственную функцию P (B):

P (B) =
∫

R2n

e−
H
B dx. (25.17)

Это выражение называется статистическим интегралом.
В приложениях статистической механики к конкретным системам глав-

ная часть работы как раз и состоит в вычислении и исследовании статисти-
ческого интеграла. Это может даже показаться курьезным, так как P (B) в
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теории играет чисто служебную роль, определяя нормирующий множитель.
В порядке нравоучения прикладным математикам замечу, что теоретики во-
обще очень легко в своих рассуждениях переходят, например, к нормиро-
ванному базису. Это «всего лишь» операция умножения заданных функ-
ций на константы. Реализуя соответствующие алгоритмы в программах для
ЭВМ, не следует обычно воспроизводить такие операции буквально — вы-
числение этих нормирующих множителей может оказаться весьма трудо-
емким и во многих случаях существенно увеличить время вычислений.

Физический смысл параметра B. Его невозможно понять, рассмат-
ривая лишь одну систему. Пусть заданы две системы с гамильтонианами
H1 = H1(q1, p1) и H2 = H2(q2, p2). Предположим, что они независи-
мы и составляют вместе одну систему с гамильтонианом H = H1 + H2.
При этом H = H(q1, p1, q2, p2) — функция, определенная на декарто-
вом произведении фазовых пространств двух подсистем. Первой системе
соответствует параметр B1, а второй — параметр B2. Ввиду предположен-
ной независимости двух подсистем, распределение Гиббса для объединен-
ной системы должно иметь вид

ρ = ρ1 ρ2 = A1A2e
−H1

B1
−H2

B2 , (25.18)
A1 = P1(B1), A2 = P2(B2).

С другой стороны, поскольку постулируется универсальность распре-
деления Гиббса, должно иметь место равенство

ρ = Ae−
H1+H2

B . (25.19)

Поскольку выражения (25.18) и (25.19) должны совпадать, получается ра-
венство

A1A2e
−H1

B1
−H2

B2 = Ae−
H1+H2

B , (25.20)

которое очевидно выполняется при B1 = B2 = B, причем A определяется
по формуле

A = 1/P (B), P (B) = P1(B)P2(B). (25.21)

Нетрудно доказать, что верно и обратное, см. ниже упражнение 2.
Таким образом, выяснилось, что при объединении двух систем в одну

соответствующие параметры B1 и B2 уравниваются. Но точно так же ве-
дет себя температура при вступлении двух тел в тепловой контакт. Если их
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Рис. 15

температуры различны, то начинается процесс теплообмена, и в результа-
те температура выравнивается. Это наводит на мысль отождествить пара-
метр B с температурой. Параметр B имеет размерность энергии, посколь-
ку аргумент H

B у экспоненты в распределении Гиббса должен быть безраз-
мерным. Становится понятным, что температура T есть по своей природе
некоторая энергия, а для параметра B справедливо выражение

B = kT, (25.22)

где k — постоянный коэффициент, зависящий лишь от выбора единиц из-
мерения энергии и температуры. В частности, измерения дали для постоян-
ной Больцмана k значение

k = 1.38 · 10−16 эрг

град
. (25.23)

Мы можем теперь окончательно записать распределение Больцмана в
виде

ρ =
1

P (kT )
e−

H
kT . (25.24)

Постоянная Больцмана k, как видим, очень мала. Поэтому распределение
Гиббса (25.24) оказывается весьма острым, δ-образным (при k → 0 оно
стремится к δ-распределению в смысле сходимости обобщенных функций),
см. Рис. 15
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Плотность ρ максимальна около точки минимума гамильтониана H и
очень быстро спадает при отклонении от этой точки (куда быстрее, чем
на рисунке!). Поэтому средние, вычисленные относительно этой плотно-
сти, оказываются очень близкими к значениям соответствующих функций
в точке минимума гамильтониана, а флуктуации в обычных условиях весь-
ма малы. Точнее говоря, большие флуктуации весьма маловероятны.

Далее мы применим изложенные здесь общие результаты к статистиче-
ской теории идеального газа и твердого тела.

26. Статистическая механика идеального газа

Рассмотрим систему n частиц, двигающихся в пространстве R3 и не
взаимодействующих между собой. Обозначим массу i-частицы через mi.
Пусть xi — ее положение в R3, ẋi — ее скорость. Тогда импульс есть
pi = miẋ

i, а гамильтониан Hi — ее кинетическая энергия, выраженная
через импульс

Hi =
pi2

2mi
. (26.1)

Поскольку частицы не взаимодействуют, гамильтониан системы H есть
сумма частных гамильтонианов

H =
n∑

i=1

Hi =
n∑

i=1

pi2

2mi
. (26.2)

Далее будем считать, что рассматриваемые частицы двигаются в области
D ⊂ R3, имеющей конечный объем V . Таким образом, конфигурационное
пространство данной системы есть Dn = D × . . . × D, а фазовое про-
странство есть (D × R3)n = Dn × R3n. Мы уже знаем, что для дальней-
шего исследования достаточно вычислить статистический интеграл P (B),
где B = kT .

Вычисление статистического интеграла. В случае гамильтониана (26.2)
имеем

P (B) =
∫

Dn×R3n

e
− 1

B

n∑
i=1

pi2

2mi
dx, (26.3)

где dx = dq1 . . . dqndp1 . . . dpn — элемент объема в фазовом простран-
стве.
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Заметим, что подынтегральное выражение не зависит от qi, i = 1, . . . , n,
и представляется в виде произведения множителей, каждый из которых за-
висит лишь от одного из импульсов pi. Отсюда следует, что интеграл (26.3)
можно представить в виде

P (B) = V n
n∏

i=1

∫
R3

e
− pi2

γ2
i dpi, γ

2
i = 2miB. (26.4)

Общая идея этой выкладки заключается в применении формулы∫
X×Y

f(x)g(y)dµ(x)dν(y) =
∫
X

f(x)dµ(x) ·
∫
Y

g(y)dν(y), (26.5)

которая справедлива для любой пары пространств с мерой (X, µ) и (Y, ν)
и обобщается на любое количество таких пространств. Формула (26.4) вы-
ражает P (B) через произведение однотипных интегралов вида∫

R3

e
− p2

γ2 dp, (26.6)

где dp = dp1dp2dp3 — элемент объема в R3. Еще раз применяя ту же
идею, получаем

∫
R3

e
− p2

γ2 dp =

 +∞∫
−∞

e
− z2

γ2 dz

3

=
∫
R3

e
− p2

γ2 dp =
(

γ
√

π

)3
. (26.7)

Здесь использовано хорошо известное значение гауссова интеграла веро-
ятности при γ > 0:

+∞∫
−∞

e
− z2

γ2 dz = γ
√

π. (26.8)

Применяя формулу (26.7), находим интеграл (26.4) в виде

P (B) = V n
n∏

i=1

(√
π(2miB)

1
2

)3
. (26.9)

Запишем этот результат в виде

P (B) = CV nB
3n
2 , (26.10)
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где не очень существенная константа C определяется равенством

C = (2π)
3
2

(
n∏

i=1

mi

) 3
2

. (26.11)

Применяя формулу (25.16), находим зависимость энергии от параметра B
(по сути, от температуры) в виде

E(B) = B2 d

dB

(
lnC + n lnV +

3n

2
lnB

)
=

3n

2
B. (26.12)

Мы пришли к довольно удивительному выводу, что энергия E зависит лишь
от температуры и не зависит от объема V

E =
3
2
kT n. (26.13)

Еще удивительнее, однако, тот факт, что формула (26.13) великолепно под-
тверждается экспериментом.

Итак, средняя внутренняя энергия идеального газа — системы n
невзаимодействующих частиц — линейно зависит от температу-
ры T и от числа частиц, а от объема не зависит.

Примечательно, что энергия E не зависит и от масс частиц, то есть иде-
альный газ может быть смесью любого числа различных компонент. Допус-
кается даже, что каждая компонента может быть представлена лишь одной
молекулой.

Формула (26.13) позволяет найти теплоемкость идеального газа. Во-
обще, теплоемкость c определяется как производная ∂E

∂T . Чтобы избежать
недоразумений, сразу скажу, что в общей ситуации теплоемкость не явля-
ется функцией состояния, а является, скорее, функцией процесса. На-
пример, приходится различать теплоемкости при постоянном давлении (cp)
и при постоянном объеме (cV ). В данном случае все проще. Дифференци-
руя равенство (26.13), получаем

c =
∂E

∂T
=

3
2
kn. (26.14)

Мы пришли к выводу, что теплоемкость идеального газа зависит лишь
от числа частиц и не зависит ни от объема, ни от температуры.

Средняя кинетическая энергия частицы. Вычислим среднюю кине-
тическую энергию j-ой частицы. Это означает, что нужно найти матема-

тическое ожидание наблюдаемой Hj =
pj2

2mj
. Напомню, что для любой
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наблюдаемой ϕ = ϕ(q, p) ее среднее определяется равенством

ϕ ≡ 〈ϕ〉 =
∫

D×R3n

ϕ ρ dx. (26.15)

Соответственно получаем

〈Hj〉 =
∫

D×R3n

pj2

2mj
ρ dx =

1
P (B)

∫
D×R3n

pj2

2mj
e
− 1

B

n∑
i=1

Hi

dpdq. (26.16)

Это выражение, как и интеграл, определяющий P (B), можно представить
в виде произведения интегралов двух типов. Интегралы по области D от
1 дают множитель V n. Остальные интегралы вычисляются по R3, при-
чем подынтегральное выражение в i-ом множителе зависит лишь от pi. Те-
перь заметим, что, за исключением j-го множителя в интеграле (26.16), все
остальные множители — такие же, как и в интеграле (26.3). Чуть пораз-
мыслив, мы можем написать формулу

〈Hj〉 =

∫
R3

pj2

2mj
e
− 1

B
· pj2

2mj dpj

∫
R3

e
− 1

B
· pj2

2mj dpj

. (26.17)

Знаменатель мы уже вычисляли. Он представляется в виде произведения
трех гауссовых интегралов, что дает равенство

∫
R3

e
−−pj2

γ2
j dpj = (γj

√
π)3, γ

2
j = 2mjB = 2mjkT. (26.18)

Числитель в (26.17) сначала разбиваем на сумму трех интегралов в соот-

ветствии с равенством pj2 = pj
1

2
+ pj

2

2
+ pj

3

2
. Эти слагаемые получаются

друг из друга циклической перестановкой индексов компонент pj
1, pj

2, pj
3, а

потому одинаковы. Таким образом, имеем

∫
R3

pj2

2mj
e−

1
B

Hj dpj =
3

2mj

∫
R3

p2
1e
−

p2
1+p2

2+p3
3

γ2
j dp. (26.19)
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Мы еще заменили pj на p — переменную интегрирования можно обозна-
чить как угодно.

Интеграл (26.19) представим в виде произведения трех интегралов по
вещественной оси. Из них два гауссовы, и их произведение есть (γj

√
π)2.

Третий множитель имеет вид (p1 заменяем на z)

+∞∫
−∞

z2e
− z2

γ2
j dz =

γ
3
j

√
π

2
. (26.20)

Подставляя полученные значения интегралов в (26.17), имеем〈
pj2

2mj

〉
=

3
2mj

(γj
√

π)2 1
2γ

3
j

√
π

(γj
√

π)3
. (26.21)

Окончательно получаем 〈
pj2

2mj

〉
=

3
2
kT. (26.22)

Мы пришли к важному выводу: средняя кинетическая энергия дви-
жения частицы (молекулы) есть температура идеального газа — с
точностью до множителя 3

2k, отвечающего переходу от механиче-
ских единиц измерения к тепловым.

Существенно также, что правая часть в (26.22) не зависит от массы
частицы.

И еще один интересный вывод можно сделать, сопоставляя формулы
(26.22) и (26.13). Мы видим, что энергия равномерно распределяется по
частицам независимо от их масс. Более того, коэффициент 3 в (26.22)
отнюдь не случаен — это размерность пространства R3, число степеней
свободы одной частицы. Фактически мы уже использовали то обстоятель-
ство, что каждая из компонент pj

1, pj
2, pj

3 вносит один и тот же вклад в сред-
нюю кинетическую энергию. (См. также упражнение 3).

Это частный случай довольно общего закона статистической механи-
ки о равнораспределении (equipartition) энергии по степеням свободы. Хо-
тя этот принцип и не всегда выполняется, он имеет немалое эвристиче-
ское значение. В том случае, когда гамильтониан представляет собой сумму
квадратов параметров, определяющих состояние системы, он превраща-
ется в строгую теорему, один частный случай ее мы фактически доказали.
Дальше мы рассмотрим и другие случаи, когда этот принцип работает.
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Формула (26.22) является основой (ни более, ни менее!) механической
теории теплоты, объясняя механический смысл главной термодинамиче-
ской величины — температуры.

Флуктуация энергии. Статистическая механика ставит и решает так-
же принципиально новые задачи, позволяя, в частности, исследовать флук-
туации. После того как вычислено математическое ожидание, естественно

заняться дисперсией случайной величины Hj = pj2

2mj
. Согласно определе-

нию, дисперсияD(Hj) дается формулой

D(Hj) =
〈
(Hj −Hj)2

〉
. (26.23)

Отсюда непосредственно следует формула

D(Hj) =
〈
H2

j

〉
−H

2
j . (26.24)

Первое слагаемое вычисляем при помощи приема, который был применен
при вычислении среднего Hj . Имеем (сравните с формулой (26.17))

〈
H2

j

〉
=

〈
pj4

4m2
j

〉
=

1
4m2

j

∫
R3

pj4
e
− pj2

γ2
j dpj

∫
R3

e
− pj2

γ2
j dpj

. (26.25)

Мы уже знаем, что знаменатель в этой формуле есть (γj
√

π)3. Для вы-
числения числителя вводим сферические координаты (r, ϕ, θ) с центром в
нуле и замечаем, что подынтегральное выражение не зависит от ϕ и θ. По-
этому числитель выражается формулой

1
4m2

j

∫
R3

pj4
e
− pj2

γ2
j dpj =

1
4m2

j

4π

∞∫
0

r4e
− r2

γ2
j dr =

15
16

γ
7
j π
√

π

m2
j

. (26.26)

Множитель 4π — площадь единичной сферы (появился после интегриро-
вания по ϕ и θ). Последний интеграл посредством интегрирования по ча-
стям сводится к гауссову и легко вычисляется, что и сделано (проверьте!).
Подстановка в (26.25) дает равенство

〈
H2

j

〉
=

15π
√

π

16m2
j

γ
7
j

γ3
j π
√

π
=

15
16m2

j

(2mjB)2 =
15
4

k2T 2. (26.27)
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Теперь из (26.24) получаем

D(Hi) =
3
2
k2T 2. (26.28)

Средняя квадратичная флуктуация определяется как корень квадрат-
ный из дисперсии, в данном случае это

√
D(Hi). Ее отношение к математи-

ческому ожиданию назовем относительной (среднеквадратичной) флук-
туацией. Вычисляя ее, получаем√

D(Hi)
〈H i〉

=
√

2
3
. (26.29)

Как видим, это довольно большая величина:
√

2
3 = 0, 81 . . .. Выходит,

вполне можно ожидать изменения кинетической энергии частицы-молекулы
на 80%. Не противоречит ли это нашему заявлению, что флуктуации мак-
роскопических величин весьма малы? Нет, не противоречит, потому что
энергия одной молекулы не является макроскопической величиной. Если
мы рассмотрим энергию Em выбранного произвольного набора m частиц,
то согласно принципу равнораспределения найдем, что

Em = mE1 =
3
2
kTm. (26.30)

Этот результат не зависит, конечно, от того, какие именно m частиц вы-
браны. Далее заметим, что для независимых случайных величин, каковыми
являются H1, . . . ,Hm, дисперсия суммы равняется сумме дисперсий

D
(

m∑
i=1

Hi

)
=

m∑
i=1

D (Hi) . (26.31)

На самом деле, для справедливости этой формулы достаточно несколько
более слабого свойства случайных величин, чем независимость, см. упраж-
нение 4.

Применяя формулу (26.28), из (26.31) выводим

D (Em) =
3
2
k2T 2m. (26.32)

Соответственно для среднеквадратичной флуктуации получаем√
D (Em) =

√
3m

2
kT, (26.33)
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а для относительной среднеквадратичной флуктуации√
D (Em)
〈Em〉

=
√

2
3

1√
m

. (26.34)

Из этой формулы видим, что для макроскопических количеств газа, ска-
жем, при m ∼ 1020 относительная флуктуация очень мала, вряд ли даже
может быть непосредственно измерена в опыте.

27. Метод Лапласа асимптотической оценки интегралов

Малость постоянной Больцмана наводит на мысль применить для вы-
числения средних (по формуле (26.15)) асимптотический метод Лапласа
[42]. Сейчас я, не вдаваясь в доказательства, приведу вывод основных фор-
мул метода. Затем мы их применим к задачам статистической механики.

Рассмотрим интеграл

J (δ) =
∫

Rn

ϕ(x)e−
H(x)

δ dx. (27.1)

Здесь δ — малый положительный параметр, и нас интересует асимптотиче-
ское поведение этого интеграла при δ → 0. Будем предполагать, что функ-
ция H(x) — достаточно гладкая, ограничена снизу и растет на бесконеч-
ности, например, при больших x имеется оценка снизу

H(x) ≥ C|x|α, (27.2)

где C и α — известные положительные константы.
Относительно функции ϕ(x) также предположим, что она гладкая и

растет на бесконечности не быстрее, чем степенным образом, так что

|ϕ(x)| ≤ C1|x|β, (27.3)

где C1 и β — известные положительные константы. В принятых условиях
интеграл (27.1) существует при любом δ > 0 (возможны, конечно, и иные
условия).

Предположим, что x0 — точка строгого абсолютного минимума функ-
ции H . Более того, допустим, что разложение Тейлора функции H в окрест-
ности точки x0 имеет вид

H(x) = H(x0) +
1
2
d2H(x0)(x− x0)2 + . . . , (27.4)
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причем опущены члены порядка 3 и выше, а второй дифференциал поло-
жительно определен. В координатах формула (27.4) запишется в виде

H(x) = H(x0) +
1
2

n∑
i,j=1

∂2H(x0)
∂xi∂xj

(xi − x0i)(xj − x0j) + . . . . (27.5)

Дальше нам понадобится разложение функции ϕ

ϕ(x) = ϕ(x0) +
n∑

i=1

∂ϕ(x0)
∂xi

(xi − x0i)+

+
1
2

n∑
i,j=1

∂2
ϕ(x0)

∂xi∂xj
(xi − x0i)(xj − x0j) + . . . .

(27.6)

Для вывода асимптотической формулы Лапласа сначала устанавлива-
ется, что главный член асимптотики не изменится, если в (27.1) перейти
от интегрирования по всему пространству Rn к интегрированию по любой
окрестности точки x0 фиксированного, не зависящего от δ размера.

Это значит, что мы собираемся выбросить из интеграла (27.1) величину

K(δ) =
∫

|x−x0|≥η

ϕ(x)e−
H(x)

δ dx, (27.7)

где η — произвольно фиксированное положительное число. Применяя нера-
венства (27.2) и (27.3), получим оценку

|K(δ)| ≤ C1

∫
|x−x0|≥η

|x− x0|βe−
C|x−x0|

α

δ dx. (27.8)

Положим |x − x0| = r. Заметим, что dx = rn−1drdS, где dS — элемент
площади единичной сферы Sn−1 с центром в точке x0. Поскольку подын-
тегральное выражение в (27.8) зависит только от r, из (27.8) следует нера-
венство

|K(δ)| ≤ C1σn−1

∞∫
η

e−
Crα

δ rn−1+βdr, (27.9)

где σn−1 есть площадь сферы Sn−1. Сделаем в последнем интеграле заме-
ну r = δ

1/α
ρ. В результате получим

|K(δ)| ≤ C1σn−1δ
n+β

α

∞∫
ηδ−1/α

e−Cρ
α

ρ
n−1+βdρ. (27.10)
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Интеграл в этом неравенстве при δ → 0 затухает быстрее δ
q при любом

q > 0. Вы легко убедитесь в этом, применив правило Лапиталя для вычис-
ления предела отношения нитеграла и величины δ

q при δ → 0. Получается,
что для любого p > 0 имеет место предельное соотношение

lim
δ→0

K(δ)
δp

= 0. (27.11)

Этот результат справедлив при любом η > 0, лишь бы число η было фик-
сировано и не зависело от δ.

Положим J (δ) = J1(δ) + K(δ), где

J1(δ) =
∫

|x−x0|<η

ϕ(x)e−
H(x)

δ dx. (27.12)

Дальше мы увидим, что интеграл J1(δ) допускает степенную асимпто-
тику при δ → 0, которая к тому же от величины η не зависит. Ввиду (27.11),
интеграл J (δ) имеет ту же самую асимптотику, что и J1(δ).

Пользуясь произволом в выборе η, полагаем его столь малым, чтобы
можно было воспользоваться для приближения функций H и ϕ их разло-
жениями Тейлора (27.5) и (27.6). Ограничиваясь первыми членами, в ре-
зультате получим

J1(δ) ∼ ϕ(x0)e
−H(x0)

δ × (27.13)∫
|x−x0|<η

exp

− 1
2δ

n∑
i,j=1

∂2H(x0)
δxiδxj

(xi − x0i)(xj − x0j)

 dx.

Несложное обоснование того факта, что отбрасывание остаточного члена
не влияет на главные члены асимптотики, опущу.

Обозначим через A оператор Гесса функции H в точке x0:

A =

(
∂2H(x0)
∂xi∂xj

)n

i,j=1

. (27.14)

Применяя это обозначение и вновь переходя в (27.13) к интегрированию по
Rn, приходим к асимптотике

J1 ∼ ϕ(x0)e−
H(x0)

δ

∫
Rn

exp
{
− 1

2δ
(Ax, x)

}
dx. (27.15)
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Мы еще сделали замену x − x0 → x в последнем интеграле. Неизмен-
ность степенной асимптотики при переходе от интегрирования по шару к
интегрированию по всему Rn доказывается точно также, как и выше при
выводе оценки интеграла K(δ).

Следующий шаг состоит в том, что в последней формуле мы возвраща-
емся к интегрированию по Rn. Конечно, нужно доказать, что добавление
интеграла по внешнему шару не меняет главного члена асимптотики. Пред-
полагая, что это сделано, придем к асимптотике

J1(δ) ∼ ϕ(x0)e−
H(x0)

δ

∫
Rn

exp
{
− 1

2δ
(Ax, x)

}
dx. (27.16)

Здесь для вычисления последнего интеграла применяется следующий стан-
дартный прием. Квадратичную форму можно ортогональным преобра-
зованием привести к сумме квадратов: сделать замену x = Uy, так что в
новых переменных

(Ax, x) =
n∑

i=1

λiy
2
i . (27.17)

Здесь λ1, . . . , λn — собственные числа оператора Гесса A (27.14), которые,
по предположению, положительны. Ортогональный оператор U сохраняет
объемы, так что |det U | = 1. Поэтому dx = dy, и мы приходим к равен-
ству ∫

Rn

exp
{
− 1

2δ
(Ax, x)

}
dx =

∫
Rn

exp

{
− 1

2δ

n∑
i=1

λiy
2
i

}
dy. (27.18)

Последний интеграл представляется в виде произведения гауссовых инте-
гралов

+∞∫
−∞

e−
λiy2

i
2δ dyi =

√
2δπ

λi
. (27.19)

В результате получаем∫
Rn

exp
{
− 1

2δ
(Ax, x)

}
dx =

(2δπ)n/2

√
det A

. (27.20)

Мы использовали тот факт, что det A = λ1 · . . . · λn.
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Теперь окончательно приходим к асимптотике при δ → 0:

J (δ) ∼ ϕ(x0)e−
H(x0)

δ

(2δπ)n/2

√
det A

. (27.21)

В случае, когда ϕ(x0) 6= 0, это асимптотическое равенство означает, что
при δ → 0 отношение левой и правой частей выражения (27.21) стремится
к единице.

Случай ϕ(x0) = 0. Если же ϕ(x0), то формула (27.19) говорит лишь,
чтоJ (δ) → 0 при δ → 0. Мы можем уточнить асимптотическое поведение
интеграла J (δ), прибавляя следующие члены разложения функции ϕ(x).
Нетрудно видеть, что члены первой степени на дают вклада в главный член
асимптотики. Если привлечь члены второй степени и провести выкладки,
аналогичные предыдущим, то получим

J (δ) ∼ e−
H(x0)

δ

∫
Rn

1
2
(Bx, x)e−

1
2δ

(Ax,x)dx, (27.22)

где B — матрица Гесса функции ϕ

B =

(
∂2

ϕ(x0)
∂xi∂xj

)n

i,j=1

(27.23)

и через нее выражается второй дифференциал функции ϕ: d2
ϕ(x0)ξ

2 =
(Bξ, ξ), где ξ ∈ Rn.

Вычислим интеграл

S(δ) =
∫

Rn

(Bx, x)e−
1
2δ

(Ax,x)dx. (27.24)

Снова сделаем замену переменной x = Uy, приводящую форму (Ax, x)
к сумме квадратов, см. (27.17). Интеграл S(δ) запишется тогда в виде

S(δ) =
∫

Rn

(BUy,Uy)e
− 1

2δ

n∑
j=1

λjy2
j

dy. (27.25)

Пусть ϕ1, . . . , ϕn — ортонормальная система собственных векторов опе-
ратора A, так что Aϕj = λjϕj , причем собственные значения λj все по-
ложительны. Введем векторы ψj , полагая ψj = U−1

ϕj . Произвольный
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вектор x ∈ Rn допускает разложение

x =
n∑

j=1

yjϕj , yj = (x, ϕj). (27.26)

Соответственно

y = U−1x =
n∑

j=1

yjψj , (27.27)

и интеграл (27.25) запишется в виде

S(δ) =
∫

Rn

n∑
j,k=1

(Bϕj , ϕk)yjyke
− 1

2δ

n∑
i=1

λiy
2
i

dy. (27.28)

Теперь заметим, что интегралы от слагаемых, отвечающих индексам j 6= k,
исчезают. Это происходит потому, что соответствующий интеграл по Rn

выражается в виде произведения одномерных интегралов, и при этом це-
лых два множителя — интегралы по yj и yk — нулевые. Это интегралы от
нечетных функций. Выражение для S(δ) упрощается и принимает вид

S(δ) =
n∑

j=1

(Bϕj , ϕj)
∫

Rn

y2
j e
− 1

2δ

n∑
i=1

λiy
2
i

dy. (27.29)

С такими интегралами мы уже умеем обращаться. Действуя так же как при
вычислении интеграла (26.16), получаем

∫
Rn

y2
j e
− 1

2δ

n∑
i=1

λiy
2
i

dy =

∫
Rn

e
− 1

2δ

n∑
i=1

λiy
2
i

dy
+∞∫
−∞

y2
j e
−

λj
2δ

y2
j dy

+∞∫
−∞

e−
λj
2δ

y2
j dyj

. (27.30)

Для вычисления первого множителя в числителе воспользуемся формулой
(27.20). В результате получаем

∫
Rn

y2
j e
− 1

2δ

n∑
i=1

λ
2
i y2

i

dy =
δ

λj

(2δπ)n/2

√
det A

. (27.31)
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Окончательно приходим к формуле

J (δ) ∼ e−
H(x0)

δ

(2δπ)n/2

√
det A

n∑
j=1

(Bϕj , ϕj)
δ

2λj
. (27.32)

Замечу, что для квадратичных гамильтонианов, с которыми мы до сих пор
и имели дело, занимаясь идеальным газом и твердым телом, полученные
здесь асимптотические равенства (27.21) и (27.32) превращаются в точные.

Имеется и другой, идейно даже лучший способ вычисления интеграла
(27.24). Ради краткости опустим коэффициент 1

2δ
в следующих выкладках

(в окончательном результате заменим потом A на
A

2δ
). Воспользуемся оче-

видным равенством

S =
∫

Rn

(Bx, x)e−(Ax,x)dx =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫
Rn

e−((A−tB)x,x)dx. (27.33)

Для вычисления последнего интеграла воспользуемся формулой (27.20)
при 2δ = 1. Имеем∫

Rn

e−((A−tB)x,x)dx = π
n
2 [det(A− tB)]−1/2. (27.34)

Заметим, что при малых t оператор A − tB остается положительно опре-
деленным, так что наши действия законны. Отметим формулу (см. ниже
упражнения 5 и 6)

d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(A− tB) = −det A sp (A−1B). (27.35)

При помощи (27.34) и (27.35) получаем

S =
π

n
2

2
√

det A
sp (A−1B). (27.36)

Возвращаясь к (27.22), с применением (27.36), получаем асимптотическую
формулу для интеграла J (δ), определенного равенством (27.1) в случае

ϕ(x0) (не забывая заменить A на
A

2δ
):

J (δ) ∼ 2δ (2δπ)
n
2

√
det A

e−
H(x0)

δ sp (A−1B). (27.37)
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Упражнения

1. Докажите, что максимум энтропии вероятностной системы с n состо-
яниями достигается при p1 = p2 = . . . = pn = 1

n . При этом S = ln n.
2. Докажите, что равенство (25.21) при постоянных B1, B2, B, A может

выполняться для всех p1, q1, p2, q2, лишь в случае B1 = B2 = B, если оба
гамильтониана нетривиальны (не сводятся к постоянным).

3. Докажите, что для идеального газа выполняется равенство〈
pj

s
2

2mj

〉
=

1
2
kT. (27.38)

4. Пусть ξ1, . . . , ξm — случайные величины (т. е. функции на простран-
стве (X, µ) с вероятностной мерой µ). Если условие 〈ξiξj〉 = 0 выполнено
всякий раз, когда i 6= j, то справедлива формула для дисперсий

D
(

m∑
i=1

ξi

)
=

m∑
i=1

D (ξi) .

5. Докажите, что для любого линейного оператора B : Rn → Rn спра-
ведлива формула

d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(I + tB) = sp B.

Для этого припомните, как выводится формула Лиувилля для вронкскиана,
и примените правило дифференцирования определителей.

6. Докажите, что если A и B — линейные операторы в Rn, причем, опе-
ратор A обратим, то справедлива формула

d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(A + tB) = det A sp (A−1B).

Здесь нужно воспользоваться результатом предыдущего упражнения и тем
фактом, что определитель произведения операторов равен произведению
определителей операторов.

7. Вычислите интеграл∫
Rn

(Bx, x)2e−(Ax,x)dx,

где A — положительно определенный оператор.
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8. Докажите равенство∫
Rn

(Bx, x)(Cx, x)e−(Ax,x)dx

= detA
[
sp (A−1B) sp (A−1C)− sp (A−1BA−1C)

]
9. Докажите непосредственно, что выражения (27.28) и (27.36) совпа-

дают.

28. Градиентные системы

Градиентное уравнение в конечномерном евклидовом, или гильбер-
товом пространстве H имеет вид

ẋ = grad S(x) (28.1)

с известной, достаточно гладкой функцией S, называемой потенциалом
градиентного уравнения. Поле G(x) называется потенциальным, если его
можно представить в виде G(x) = grad S(x) с некоторой функцией S(x).
Основное свойство такого уравнения состоит в том, что для всякого реше-
ния x(t) функция S(x(t)) монотонно возрастает. Для доказательства до-
статочно вычислить производную Ṡ в силу заданного уравнения движения
(28.1). В результате получаем равенство

d

dt
S(x(t)) = Ṡ(x(t)) = | grad S(x(t))|2 ≥ 0. (28.2)

Таким образом, S есть возрастающая функция Ляпунова уравнения (28.1).
Второе начало термодинамики состоит в том, что энтропия замкнутой

термодинамической системы со временем возрастает. Поэтому можно ска-
зать, что градиентные уравнения описывают поведение систем типа замкну-
тых термодинамических, причем потенциал S играет роль энтропии. К это-
му можно добавить, что формула (28.2) вместе с ее интерпретацией, сохра-
няется и для более общей системы вида

ẋ = grad S(x) + F (x), (28.3)

если для всех x ∈ H выполнено соотношение

(grad S(x), F (x)) = 0. (28.4)
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Равенство (28.4) означает, что векторные поля grad S и F образуют ко-
симметрическую пару. Интересный класс уравнений вида (28.3) представ-
ляют дифференциальные уравнения

ẋ = grad S(x) + A(x) grad S(x), (28.5)

где линейный оператор A(x) может зависеть от x нелинейно, однако для
каждого x ∈ H является кососимметричным. Напомню, что оператор A :
H → H называется кососимметричным, если для всех x ∈ H выполнено
равенство (Ax, x) = 0. В этом случае A∗ = −A.

Хороший пример уравнения (28.5) дает уравнение в R3 вида

ẋ = grad S(x) + ω(x) ∧ grad S(x). (28.6)

Обобщением уравнения (28.5) может служить уравнение

ẋ = grad S(x) + Γ(x) grad S(x), (28.7)

где Γ(x) есть гироскопический оператор, равенство (Γ(x)ξ, ξ) = 0 выпол-
няется для всех x ∈ H , ξ ∈ H .

Дальше мы рассмотрим некоторые эффекты, производимые дополни-
тельным слагаемым F в уравнении (28.3).

Восстановление потенциала по заданному полю

Если задано автономное дифференциальное уравнение

ẋ = G(x) (28.8)

в H , то несложно проверить является ли оно градиентным. Наиболее пря-
мой путь состоит в следующем (см. также упражнения 2–4). Допустим, что
G(x) = grad S(x). Фиксируем точку x0 ∈ H , и пусть x — произволь-
ная точка пространства H . Рассмотрим отрезок, соединяющий точки x0 и
x, т. е. множество точек x0 + ε(x − x0), где ε ∈ [0, 1]. Далее положим
x− x0 = u. Имеем

d

dε
S(x0 + εu) = (grad S(x0 + εu), u). (28.9)

Интегрируя по ε выводим равенство

S(x) = S(x0) +
1∫

0

(grad S(x0 + εu), u) dε (28.10)
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Если известно, что поле G потенциально, то потенциал дается формулой

S(x) = S(x0) +
1∫

0

(G(x0 + εu), u) dε (28.11)

Остается проверить, является ли в действительности построенная функция
S(x) потенциалом данного поля G(x). Дифференцируя равенство (28.11),
получаем

S′(x)v =
d

dµ

∣∣∣∣
µ=0

S(x + µv) (28.12)

=
1∫

0

[
(G(x0 + εu), v) + (G′(x0 + εu)εv, u)

]
dε

для любого вектора v ∈ H . Это равенство можно также записать в виде

S′(x)v =

 1∫
0

(G(x0 + εu) + εG′∗(x0 + εu)u) dε, v

 . (28.13)

Мы использовали здесь тот факт, что линейный функционал (в частности,
операцию скалярного умножения на вектор v) можно вносить под знак ин-
теграла.

Отсюда видно, что отвечающее потенциалу S поле имеет вид

grad S(x) =
1∫

0

[
G(x0 + εu) + εG′∗(x0 + εu)u

]
dε. (28.14)

Напомню, что градиент grad S(x) определяется требованием, чтобы для
всех v ∈ H выполнялось равенство

(grad S(x), v) = S′(x)v. (28.15)

В итоге, получается, что поле G(x) потенциально, и построенная функ-
ция S(x) является потенциалом, в том и только в том случае, когда для
любых x0 и x, принадлежащих H , выполняется равенство:

1∫
0

[
G(x0 + εu) + εG′∗(x0 + εu)u

]
dε = G(x). (28.16)
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В конкретных задачах обычно бывает проще, не используя эту формулу,
непосредственно проверить, выполняется ли равенство grad S(x) = G(x).

Примеры градиентных систем

Следующий пример показывает, как естественно возникают градиент-
ные системы в механике. Рассмотрим общее уравнение механики Ньютона
с рэлеевской силой трения

Mẍ = − grad V (x)− grad vW (v), v = ẋ, (28.17)

где W — диссипативная функция Рэлея, а V — потенциальная энергия.
Если на систему не действуют потенциальные внешние силы, так что V =
const, а grad V (x) = 0, то для скорости v получится уравнение

Mv̇ = − grad vW (v). (28.18)

При M = I уравнение (28.18) является градиентным и совпадает с (28.1),
если положить S = −W . Однако и в общем случае положительно опре-
деленного оператора M уравнение (28.18) принимает градиентную форму,
если ввести в пространстве H новую метрику со скалярным произведением
(ξ, η)M = (Mξ, η), см. (11.20):

v̇ = − grad MW (v). (28.19)

Уравнение (28.18) обладает двумя функциями Ляпунова: диссипатив-
ной функцией W и кинетической энергией T = 1

2(Mv, v). Справедливы
соотношения

d

dt

1
2
(Mv, v) = −W (v), (28.20)

dW

dt
= −(grad W )2. (28.21)

Замечу, что выведенное нами ранее уравнение диссипации энергии для си-
стемы Навье–Стокса является, по сути, частным случаем уравнения (28.20).
Для линеаризованного уравнения (с выброшенным слагаемым (v,∇)v) спра-
ведливо и уравнение, аналогичное (28.21). Проверить это будет для Вас хо-
рошим упражнением.

Еще один важный пример градиентного уравнения дает уравнение теп-
лопроводности в ограниченной области D ⊂ Rn

∂u

∂t
= κ∆u, (28.22)
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где κ > 0 — коэффициент температуропроводности. Пусть на границе вы-
полнено краевое условие первого рода

u

∣∣∣∣
∂D

= 0. (28.23)

Действительно, нетрудно проверить (обязательно проверьте!), что

κ∆u = Grad

−κ
2

∫
D

(∇u)2 dx

 . (28.24)

Здесь Grad означает функциональный градиент.

Равновесия градиентной системы и их устойчивость

Равновесия градиентного уравнения (28.1) определяются уравнением

grad S(x) = 0. (28.25)

Таким образом, равновесия уравнения (28.1) являются критическими точ-
ками потенциала S. Это по сути — вариационный принцип, полезный при
исследовании и вычислении равновесий.

Если x — некоторое равновесие уравнения (28.1), то соответствующее
линеаризованное уравнение имеет вид

u̇ = (grad S)′(x)u. (28.26)

В случае H = Rn векторное уравнение (28.1) можно записать в коорди-
натной форме

ẋi =
∂S(x)
∂xi

, i = 1, . . . , n. (28.27)

Соответственно уравнение (28.26) записывается в виде

u̇i =
∂2S(x)
∂xi∂xj

uj , i = 1, . . . , n. (28.28)

Здесь подразумевается суммирование по j = 1, . . . , n. Матрица этой си-
стемы

A =

(
∂2S(x)
∂xi∂xj

)n

i,j=1

(28.29)
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в случае C2–гладкой функции S симметрична. Поэтому все ее собствен-
ные значения вещественны и полупросты (являются простыми полюсами
резольвенты (λI −A)−1), так что присоединенные векторы отсутствуют, и
жорданова нормальная форма оператора A диагональна. Общее решение
системы (28.28) записывается в виде

u(t) =
n∑

i=1

cke
λkt

ϕk, (28.30)

где ck — произвольные постоянные, λk — вещественные собственные зна-
чения, а ϕk — отвечающие им собственные векторы: Aϕk = λkϕk.

Если все λk < 0, то равновесие x асимптотически устойчиво по линей-
ному приближению. Теорема Ляпунова о законности линеаризации позво-
ляет в этом случае установить асимптотическую устойчивость равновесия
x и для полной системы (28.27). Нормальные моды — частные решения
uk(t) = eλkt

ϕk — в этом случае монотонно затухают со временем. Гово-
рят, что равновесие x монотонно асимптотически устойчиво.

Симметричность линейного оператора A = (grad S)′(x) можно уста-
новить и не пользуясь координатами: приводимое ниже доказательство со-
храняет силу и для непрерывных операторов grad S(x) с C2–гладким по-
тенциалом S, в случае неограниченных операторов потребуются еще рас-
суждения об области определения оператора A.

Пусть x, u, v — произвольные элементы пространства H , а ε и µ — ве-

щественные параметры. Рассмотрим вторую производную
∂2

∂ε∂µ

∣∣∣∣ε=0
µ=0

S(x+

εu + µv). Как и в случае функций, заданных на пространстве Rn, эта про-
изводная при условии, что S ∈ C2 (даже при несколько меньших огра-
ничениях), не зависит от порядка дифференцирования по переменным ε, µ.
Вспоминая определение градиента (28.15), выводим

∂2

∂ε∂µ

∣∣∣∣∣ε=0
µ=0

S(x + εu + µv) =
∂

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

(grad S(x + εu), v) =

= ((grad S)′(x)u, v) = (u, (grad S)′(x)v).
(28.31)

Последнее равенство получается, если сначала продифференцировать по ε,
а затем по µ. Оно и означает, что A∗ = A.

Заметим, что всякое равновесие градиентного уравнения (28.1) являет-
ся также и равновесием уравнения (28.3) при условии (28.4). Действитель-
но, умножая уравнение равновесий

grad S(x) + F (x) = 0 (28.32)
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для уравнения (28.3) скалярно на grad S(x), с учетом условия (28.4) полу-
чаем, что | grad S(x)|2 = 0. Таким образом, из уравнения (28.32) следует,
что grad S(x) = 0. Обратное, вообще говоря, неверно (см. упражнение 1).
Более того, может случиться, что у уравнения (28.32) вообще нет решений,
тогда как уравнение grad S(x) = 0 имеет много решений.

Колебательная устойчивость и колебательная неустойчивость

Уже в самых простых случаях присутствие дополнительного слагаемого
F в уравнении (28.3) может привести к появлению комплексных собствен-
ных значений в спектре линеаризованного на равновесии x оператора. Рас-
смотрим например уравнение (28.5), и пусть x — его равновесие, так что
grad S(x) = 0. Линеаризованное на x уравнение имеет вид

u̇ = (I + A(x))(grad S)′(x)u. (28.33)

Для определения показателя σ нормальной моды u(t) = eσt
ϕ имеем задачу

на собственные значения

σϕ = (I + A(x))Bϕ, (28.34)

где B = (grad S)′(x) — симметричный оператор B = B∗. Если, напри-

мер, H = Rn, S(x) =
β

2
(x, x), то grad S(x) = βx, и x = 0 — равнове-

сие, которое единственно при β 6= 0. Далее получаем (grad S)′(0) = βI , и
уравнение (28.34) принимает вид

σϕ = β(I + A(x))ϕ. (28.35)

Предположим, что A(x) 6= 0. Как известно, спектр всякого ненулево-
го кососимметрического оператора в Rn, скажем оператора A(x), состоит
из некоторого количества пар чисто мнимых собственных значений ∓iωk,
ωk > 0, k = 1, . . . , s и, быть может, собственного значения 0 кратности
r (очевидно, 2s + r = n). Соответственно, спектр оператора β(I + A(x))
состоит из собственных значений σ

±
k = β(1 ∓ iωk), k = 1, . . . , s, а так-

же, возможно, точки β. Собственным значениям σ
∓
k отвечают нормальные

моды eβ(1∓ωk)t
ϕ
∓
k . Так как Re σ

∓
k = β, все они затухают, если β < 0. Это

случай колебательной устойчивости.
Многие физики без особых обоснований рассматривают чисто гради-

ентные системы как типичные замкнутые термодинамические системы. Ви-
димо поэтому укрепился предрассудок, что в замкнутой термодинамиче-
ской системе, если уж равновесие устойчиво, то непременно имеет место
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монотонная устойчивость. Поэтому, когда Б. П. Белоусов в 1951 году обна-
ружил, что если слить в пробирку раствор солей церия, малоновой кислоты
и серной кислоты, то возникает химическая реакция, при которой достигае-
мое в конце концов равновесие устойчиво колебательно, ему не поверили.
Реакция Б. П. Белоусова, которую сейчас время от времени демонстриру-
ют по телевидению, очень красива — раствор становится, то красным, то
голубым.

Неприятно, хотя и поучительно, вспомнить, что рецензенты статьи Бе-
лоусова действовали так же, как церковники, которые отказывались взгля-
нуть в зрительную трубу Галилея, чтобы лично убедиться, что на Солнце
есть пятна. Зачем глядеть, когда и так было ясно, что никаких пятен нет и
быть не может? Рецензенты статьи Белоусова тоже заранее знали, что ко-
лебательных реакций не бывает. Они нарушали основной принцип науки:
факты — впереди теорий. Ведь только и нужно было подойти к своим пол-
кам с реактивами и, глядя в текст Белоусова, смешать указанные им реа-
генты в нужных пропорциях. Церковь уже покаялась и оправдала Галилея,
что же касается рецензентов Белоусова, то о них ничего неизвестно.

Статья Белоусова так и не была опубликована в серьезных физических
и химических журналах. К счастью, С.Э. Шноль в Пущине понял важ-
ность этой работы, помог опубликовать реферат статьи в «Рефератах по
радиационной медицине», издаваемых Институтом биофизики Министер-
ства здравоохранения СССР, и поручил своему аспиранту А. М. Жаботин-
скому продолжить работу. За исследование колебательных химических ре-
акций в 1980 году Белоусову и Жаботинскому была присуждена Ленинская
премия (Белоусову — посмертно).

Упражнения

1. Пусть H = R3, потенциал S(x) = 1
2x2

1, а поле F (x) = (0, x2
1 +

1, x2
1 + 1). Проверьте, что уравнение grad S(x) = 0 в этом случае имеет

решения, которые не являются решениями уравнения grad S(x)+F (x) =
0. Более того, последнее уравнение, вообще, не имеет решений. Попытай-
тесь обобщить этот пример.

2. Докажите, что для потенциальности гладкого поля G(x) в H необхо-
димо и достаточно, чтобы для любого x производная G′(x) была симмет-
ричным оператором, т. е. выполнялось равенство

(G′(x)ξ, η) = (ξ, G′(x)η), ξ, η ∈ H.

3. Докажите, что для потенциальности гладкого поля G(x) необходимо
и достаточно, чтобы интеграл по любой замкнутой кривой γ в H равнялся
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нулю: ∫
γ

(G(x), dx) = 0.

Продумайте определение интеграла по кривой в H , заданной параметри-
ческим уравнением x = c(t), 0 ≤ t ≤ 1. Докажите, что критерием по-
тенциальности может также служить независимость интеграла по кривой,
соединяющей две произвольные точки x0 и x1, от вида кривой (он должен
зависеть лишь от x0, x1).

Замечание. Этот критерий сохраняет силу также для произвольной об-
ласти в H , тогда как критерий упражнения 2 в части достаточности обоб-
щается лишь на односвязные области в H . Подробности по поводу ре-
зультатов упражнений смотрите в книге М. М. Вайнберга [6].

4. Пусть H = Rn, и уравнение ẋ = G(x) в координатах имеет вид

ẋi = Gi(x), i = 1, . . . , n.

Докажите, что поле G(x) потенциально в том и только в том случае, когда
выполняется равенство

∂Gi

∂xj
=

∂Gj

∂xi
, i, j = 1, . . . , n.

Приведите пример поля на плоскости R2 в кольце r1 < |x| < r2, для
которого эти условия выполнены, хотя поле не является потенциальным.

5. Выведите градиентное уравнение в частных производных, отвечаю-
щее потенциалу

S(u) =
1
2

∫
D

K(u)(∇u)2 dx,

где K — гладкая функция, D — область в Rn.
6. Докажите, что в случае H = R3 оператор F (x) = ω ∧ x (ω —

постоянный вектор) — кососимметричен. Докажите, что его собственные
значения суть 0 и∓i|ω|. Исследуйте устойчивость нулевого решения урав-
нения

u̇ = βu + ω ∧ u.

7. Каковы будут последствия добавления к правой части уравнения (28.1)
слагаемого εF (x) с малым параметром ε и функцией F , удовлетворяющей
условию (28.4)?
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8. Напишите общий вид уравнения в H , для которого заданная функция
S(x) является функцией Ляпунова. Найдите также общий вид дифферен-
циального уравнения, для которого функция S(x) является интегралом.

9. Найдите в Интернете описание истории открытия Белоусова и полю-
буйтесь на анимацию реакции Белоусова–Жаботинского.

29. Малые колебания механической системы около
положения равновесия

Уравнения «малых колебаний» системы около положения равновесия
получаются посредством линеаризации системы на заданном равновесии.
Кавычки я поставил потому, что далеко не всегда, а лишь в случае устойчи-
вого равновесия эти уравнения, действительно, описывают колебания.

Вообще, если известно равновесие x0 ∈ Rn автономной системы

ẋ = f(x) (29.1)

в Rn, то линеаризация уравнения (29.1) на равновесии x0 — это довольно
грубая операция. Она состоит в том, что мы полагаем x(t) = x0 + u(t),
а затем, подставляем это выражение в уравнение (29.1), и как говорили
классики: «разлагаем правую часть уравнения в ряд Тейлора по степеням
u, после чего отбрасываем все члены ряда, кроме линейных». Конечно, в
этой классической формулировке предполагалась аналитичность вектор-
ного поля f(x), тогда как на самом деле достаточно C1–гладкости. Лине-
аризованное уравнение, называемое также иногда линеаризацией урав-
нения (29.1), записывается в виде

u̇ = Au, (29.2)

где A = f ′(x0) — линейный оператор, не зависящий от времени. В коор-

динатах он определяется матрицей A = {∂fi(x0)
∂xk

}n
i,k=1. Его правая часть

отличается от правой части точного уравнения возмущений

u̇ = f(x0 + u) (29.3)

на малую величину o(u) при u → 0, а если f ∈ C2, то, точнее, на величину
O(u2) при u → 0.

Заметим, что как точное уравнение возмущения (29.3), так и линеари-
зованное уравнение (29.2) имеют тривиальное решение u(t) ≡ 0, соответ-
ствующее равновесию x0 уравнения (29.1).
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В координатах уравнение (29.2) записывается в виде системы

u̇i =
n∑

k=1

∂fi(x0)
∂xk

uk, i = 1, . . . , n, (29.4)

где fi — компонента поля f(x) = (f1(x), . . . , fn(x)).
Вполне аналогично строится уравнение, линеаризованное на произволь-

ном решении x0(t) более общего уравнения

ẋ = f(x, t). (29.5)

Предположим, что решение x0(t) определено для всех t ≥ 0. Представим
решение x(t) в виде x(t) = x0(t) + u(t), слагаемое u(t) называется воз-
мущением основного решения x0(t). Подстановка в уравнение (29.5) дает
уравнение возмущений в виде

u̇ = f(x0(t) + u(t), t)− f(x0(t), t). (29.6)

Заранее ясно, что уравнение возмущений имеет тривиальное решение u(t) ≡
0. Линеаризация уравнения возмущений дает линейное уравнение, обобща-
ющее (29.4)

u̇ = f ′(x0(t), t)u. (29.7)

Дальше мы будем, однако, заниматься в основном равновесиями.

Устойчивость по Ляпунову

Если задаться конкретным промежутком времени [0, T ], то из общих
результатов теории дифференциальных уравнений о непрерывной зависи-
мости решения задачи Коши от начальных данных можно заключить, что
решение задачи Коши для уравнения (29.1), а также и для уравнения (29.2)
с начальным условием u(0) = u0, будет отличаться не более, чем на ε

(ε > 0 и произвольно) от нулевого решения u = 0, если u0 достаточно
мало, точнее, если ‖u0‖ < δ, где δ = δ(ε).

На самом деле, однако, как это впервые ясно осознал Ляпунов, важ-
но, чтобы малость возмущения u сохранялась на бесконечном промежутке
времени [0,∞).

Определение. Равновесие x0 уравнения (29.1) называется устой-
чивым по Ляпунову, если выполнены следующие два условия:

1◦) существует окрестность нуля в Rn, скажем, шар B(0, ρ) ра-
диуса ρ > 0 с центром в нуле, что задача Коши для уравнения (29.3)
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с начальным условием u(0) = u0 имеет единственное решение u(t),
определенное для всех t ≥ 0 при любом u0 ∈ B(0, ρ);

2◦) для любого ε > 0 существует такое δ > 0, что для любого
начального поля u0, имеющего столь малую норму, что ‖u0‖ < δ,
решение u(t) задачи Коши для уравнения (29.3) с начальным условием
u(0) = u0 удовлетворяет неравенству ‖u(t)‖ < ε для всех t ≥ 0.

Таким образом, устойчивость по Ляпунову есть непрерывная зависи-
мость решения задачи Коши для уравнения (29.1) от начальных данных (из
окрестности точки x0), равномерная по времени t на бесконечном проме-
жутке времени [0,∞].

Если равновесие x0 устойчиво по Ляпунову и, кроме того, возмущения
затухают при t → +∞, так что ‖u(t)‖ → 0 при t → +∞, то скажем, что
оно асимптотически устойчиво.

На первый взгляд может показаться, что из свойства притяжения
(затухания возмущений) равновесия x0 следует и его устойчивость. А. М.
Ляпунов проявил здесь глубокую проницательность, включив требование
устойчивости в определение, хотя примеры решений, обладающих свой-
ством притяжения, но неустойчивых, появились лет через пятьдесят. Воз-
мущения таких решений (по крайней мере, некоторые) при t → +∞ зату-
хают, но сначала их нормы вырастают до фиксированной, немалой величи-
ны. При этом можно подобрать решения с таким поведением, отвечающие
сколь угодно малым начальным возмущениям.

До Ляпунова многие авторы занимались устойчивостью равновесий и
движений. Существовало и несколько определений устойчивости — устой-
чивость по Лагранжу, устойчивость по Пуассону и т. д. Эти определения
применяются иногда до сих пор, но имеют довольно частное значение. Ко-
гда говорят, что решение устойчиво, то подразумевается, что оно устойчиво
по Ляпунову.

В приложениях теории устойчивости по сути используется, хотя обычно
явно и не формулируется, принцип Ляпунова: данный режим движения
системы можно наблюдать экспериментально в течение достаточно долгого
(неограниченно долгого) времени в том и только в том случае, когда этот
режим устойчив по Ляпунову.

Разумеется, устойчивость по Ляпунову есть качественное понятие, как
и понятие непрерывности. На практике зачастую оно должно дополняться
некоторыми количественными характеристиками. Скажем, интересно бы-
вает уточнить, сколь малым должно быть δ (возмущение в начальный мо-
мент), чтобы обеспечить ε-малость возмущения для всех t ≥ 0. Когда
некоторое равновесие или движение неустойчиво, возникает ряд новых во-
просов. Насколько быстро рост возмущения разрушит основной режим?
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Даже и неустойчивый режим (скажем, равновесие карандаша, стоящего на
острие) можно наблюдать в течение некоторого времени, и интересно это
время оценить. Это время может даже оказаться столь большим, что на
практике мы сочтем основной режим устойчивым. Следующий вопрос —
каково дальнейшее поведение возмущенных движений, когда они уже до-
статочно далеко отошли от основного? Думаю, что у Вас возникнет немало
подобных вопросов. Замечательно, однако, что на практике принцип Ляпу-
нова работает даже и без всяких количественных уточнений.

Теории устойчивости посвящены многие трактаты [24, 50, 25, 12, 26, 39,
11], начиная со знаменитой диссертации Александра Михайловича Ляпу-
нова (1892). Вначале рассматривались конечномерные системы (обыкно-
венные дифференциальные уравнения) [24, 50, 25, 12, 26, 39], а затем и бес-
конечномерные [11].

Если нулевое решение линейного уравнения (29.2) устойчиво (в этом
случае, очевидно, все его решения устойчивы, а потому допустимо называть
устойчивым уравнение), то говорят, что равновесие x0 уравнения (29.1)
устойчиво по линейному приближению, или что оно устойчиво отно-
сительно бесконечно малых возмущений.

А.М. Ляпунов развил методы исследования устойчивости решений, и,
в частности, равновесий нелинейных систем дифференциальных уравне-
ний — это знаменитые первый и второй (он же прямой) методы Ля-
пунова.

Первый метод Ляпунова основывается на линеаризации дифференци-
ального уравнения на основном решении. А.М. Ляпунов указал условия,
при которых исследование устойчивости по линейному приближению ока-
зывается достаточным для решения вопроса об устойчивости основного ре-
шения. Он также развил методы исследования устойчивости в критиче-
ских случаях — когда линейного приближения недостаточно и приходится
привлекать следующие (после линейных) члены разложения ряда Тейлора
данного дифференциального уравнения в окрестности основного режима.
Наиболее полные результаты получаются в проблеме устойчивости рав-
новесия автономной системы или периодического движения периодической
системы. Приведу здесь результаты Ляпунова о законности линеаризации
в задаче устойчивости (неустойчивости) равновесия автономной системы.
Векторное поле f в уравнении (29.1) должно удовлетворять определенным
условиям регулярности, достаточно, чтобы оно было C2–гладким.

Напомню, что в конечномерном случае спектр σ(A) линейного опера-
тора A есть набор его собственных значений σ(A) = {λ1, . . . , λk}. Здесь
k — число различных собственных значений, так что k ≤ n.
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Теорема 1. Пусть спектр линейного оператора A = f ′(x0) —
коэффициента в линеаризованном уравнении (29.2) — расположен
в левой полуплоскости: все его собственные значения λ1, λ2, . . . , λk

имеют отрицательные действительные части. Тогда равновесие x0

нелинейного уравнения (29.1) асимптотически устойчиво.
Если же хотя бы одно собственное значение, скажем, λj имеет

положительную действительную часть (Re λj > 0), то равновесие
неустойчиво.

Эта теорема не охватывает лишь те случаи, когда оператор A не име-
ет собственных значений в правой полуплоскости, но имеется хотя бы од-
но собственное число на мнимой оси. Такие случаи и называются крити-
ческими, это означает, что выполнено нестрогое неравенство Re λi ≤ 0
при i = 1, . . . , k, причем хотя бы для одного собственного значения λj

имеет место равенство Re λj = 0. В любой книге по теории устойчиво-
сти (см., например, [50, 25, 12, 47]) Вы найдете результаты по устойчивости
в различных критических случаях, а также формулировки многочисленных
нерешенных проблем этой интересной области теории дифференциальных
уравнений.

Здесь остается заметить, что в задаче устойчивости равновесия консер-
вативной механической системы, когда не учитываются силы трения и дру-
гие факторы диссипации энергии, асимптотическая устойчивость равнове-
сия невозможна (см. упражнение 1). Вместе с тем, результат о законности
линеаризации в задаче о неустойчивости из теоремы 29 применим и к та-
ким задачам.

Второй (прямой) метод Ляпунова возник как широкое и содержатель-
ное обобщение теоремы Лагранжа об устойчивости равновесия натураль-
ной механической системы в случае, когда оно дает потенциальной энер-
гии строгий минимум. Подробное изложение прямого метода Ляпуно-
ва Вы найдете в уже цитированных руководствах по теории устойчивости.
Этот метод позволяет получать результаты и об устойчивости, и о неустой-
чивости, и об асимптотической устойчивости как для автономных, так и
для неавтономных дифференциальных уравнений. Здесь я ограничусь лишь
теоремой об устойчивости равновесия автономного уравнения.

Пусть x0 — равновесие автономного уравнения в Rn

ẋ = f(x). (29.8)

Полагая x(t) = x0 + u(t), где u(t) — возмущения, запишем соответству-
ющее уравнение возмущений

u̇ = f(x0 + u). (29.9)
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Мы помним, что устойчивость равновесия x0 — то же самое, что и устой-
чивость тривиального решения u(t) = 0 уравнения возмущений.

Предположим, что известна функция V (u), определенная в некоторой
окрестности нуля в Rn и такая, что V (0) = 0 и V (u) > 0 при u 6= 0. Такая
функция называется определенно положительной (или положительно
определенной). Будем предполагать, что функция V непрерывно диффе-
ренцируема, и вычислим ее производную по времени V̇ в силу уравнения
возмущений (29.9). Имеем

V̇ = −W ; W = −(grad V (u), f(x0 + u)) (29.10)

(см. (5.3)). Знак минус в этой формуле поставлен ради будущих удобств.
Скажем, что функция U неположительна (Ляпунов и некоторые его

последователи употребляют термин отрицательная), если выполняется
условие U(0) = 0 и U(u) ≤ 0 всюду.

Аналогично, функция U называется неотрицательной, если U(0) = 0 и
U(u) ≥ 0 всюду (по терминологии Ляпунова, положительная функция).

Обратите внимание, что во всех этих определениях предполагается вы-
полненным условие U(0) = 0. Замечу, что аргумент 0 появился потому, что
речь идет о нулевом решении.

Приведу здесь теорему Ляпунова об устойчивости для рассматриваемо-
го частного случая.

Теорема 2. Пусть функция V определенно положительна, а ее
производная неположительна. Тогда равновесие x0 уравнения (29.8)
(или, что то же, нулевое решение уравнения возмущений (29.9)) устой-
чиво по Ляпунову.

Сделаем несколько замечаний по поводу этой теоремы. Я не привожу
здесь доказательства, но суть теоремы нетрудно усмотреть из рисунка 16,
где показано расположение поверхностей уровня функции V в окрестности
точки u = 0. Рисунок показывает, что в условиях теоремы, когда значение
V не возрастает, движение не может уйти далеко от точки 0.

Далее замечу, что эта теорема не исключает случая, когда функция V
является интегралом уравнения (29.8), а производная V̇ ≡ 0. Чаще все-
го именно этот случай и возникает в приложениях, в этой ситуации данная
теорема незаменима, а метод линеаризации не работает.

Очевидно, в теореме Ляпунова можно взять функцию V определенно
отрицательной, если потребовать, чтобы производная V̇ была неотрица-
тельной. Этот случай сводится к предыдущему заменой V на−V .

Хотя в теории переход к уравнению возмущений удобен и практически
всегда проводится, он не является необходимым. Условие определенной



250 В. И. Юдович. Математические модели естествознания

r0
V = C

Рис. 16

положительности функции V (u) означает, что она в точке u = 0 дости-
гает строгого минимума. Можно рассматривать функцию V (x), опреде-
ленную в окрестности точки x0 и достигающую в ней строгого минимума.
Тогда, та функция, которая фигурирует в теореме, естественно записывает-
ся в виде

V (u) = V (x0 + u)− V (x0). (29.11)

Приведу общее определение функции Ляпунова дифференциально-
го уравнения. Это такая функция V (x, t), что монотонно возрастает (либо
убывает) для любого решения x(t). Функция V , удовлетворяющая услови-
ям теоремы 2, обычно называется функцией Ляпунова первого рода. Пожа-
луй, вообще, единственный способ узнать что-то о качественном поведении
решения дифференциального уравнения, не решая его, состоит в том, чтобы
найти его функцию Ляпунова. Сама по себе теорема 2 не содержит указа-
ний о том, каким образом мы можем такую функцию построить. Практиче-
ски полезных общих методов здесь не существует. Однако для ряда важных
классов уравнений надлежащие функции Ляпунова известны. В механике
зачастую бывает достаточно в качестве функции Ляпунова использовать
полную механическую энергию, быть может, в комбинации с другими ин-
тегралами (импульса, момента импульса и т. д.), если они нам известны.
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Устойчивость равновесия механической системы

Ограничимся натуральными системами, для которых лагранжиан имеет
вид

L = T − V, (29.12)

где V = V (q) — потенциальная энергия, а кинетическая энергия T есть
квадратичная форма относительно скоростей с коэффициентами, завися-
щими, вообще говоря, от координат:

T =
1
2

∑
mik(q)q̇iq̇k. (29.13)

Здесь q = (q1, . . . , qn) — точка n-мерного конфигурационного простран-
ства. Специфика состоит в том, что мы теперь имеем дело с уравнениями
второго порядка — уравнениями Лагранжа второго рода. Пусть q0 — рав-
новесие, так что q̇0 = 0. Введем возмущения u, полагая q(t) = q0 + u,
q̇ = u̇ для любого решения q(t). Линеаризацию уравнений Лагранжа на
решении q0 можно провести, работая с лагранжианом L. Для этого доста-
точно подставить выражение q = q0 + u в формулу (29.12) и выделить
главную квадратичную часть лагранжиана. Для кинетической энергии
имеем

T = T2 + . . . , T2 =
1
2

n∑
i,k=1

mik(q0)u̇iu̇k, (29.14)

где многоточие обозначает слагаемые степени выше второй относительно
u, u̇. Для потенциальной энергии V разложение можем написать в виде

V = V (q0 + u) = V (q0) + V ′(q0)u +
1
2
V ′′(q0)u2 + . . . , (29.15)

где опущенный остаточный член имеет степень выше второй относительно
q; в случае, когда V ∈ C3, он имеет порядок не ниже третьего. Выражение
u2 можно трактовать как тензорный квадрат, для нас сейчас это просто
обозначение.

Первое слагаемое в (29.15) есть несущественная константа, и можно
положить V (q0) = 0. Второе слагаемое исчезает, потому что q0 — равно-
весие и, следовательно, является критической точкой потенциальной энер-
гии.

В результате можем написать

L = T2 − V2 + . . . , (29.16)
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где T2 дается формулой (29.14), а квадратичная форма V2 имеет вид

V2 =
1
2
V ′′(q0)u2 =

1
2

n∑
i,k=1

∂2V (q0)
∂qi∂qk

uiuk. (29.17)

В (29.16) опущены члены порядка малости выше второго при u → 0. Мы
видим, что квадратичная форма (29.17) задается симметричной матрицей
Гесса функции V

A =

(
∂2V (q0)
∂qi∂qk

)n

i,k=1

. (29.18)

Линеаризованные на равновесии q0 уравнения Лагранжа (полные урав-
нения нет нужды здесь выписывать) определяются лагранжианом

L2 =
1
2
(Mu̇, u̇)− 1

2
(Au, u), (29.19)

где A — оператор Гесса (29.18), а оператор M задается матрицей с коэф-
фициентами mik(q0). В итоге линеаризованное уравнение, которое являет-
ся уравнением Лагранжа второго рода с лагранжианом (29.19), принимает
вид

Mü = −Au. (29.20)

Это — общий вид уравнения малых колебаний натуральной механической
системы около равновесия q0. Мы видим, что уравнение малых колебаний
сохраняет форму обобщенного уравнения 2-го закона Ньютона.

Кинетическая энергия есть положительно определенная квадратичная
форма относительно скоростей. Поэтому оператор M положительно опре-
делен: M � 0. Оператор A = grad V2 самосопряжен. Он может быть как
знакоопределенным, так и знакопеременным.

Из теоремы 29 непосредственно следует теорема Лагранжа об устойчи-
вости равновесия. Как я уже говорил раньше, исторически теоремы пря-
мого метода Ляпунова возникли как обобщение этой теоремы. Вместе с
тем, сама теорема Лагранжа явилась замечательным обобщением прин-
ципа Торричелли (1642 г.): механическая система находится в устойчивом
равновесии, когда ее центр тяжести занимает наинизшее возможное поло-
жение. Разумеется, во времена Торричелли (гениального ученика гениаль-
ного Галилея), даже во времена Лагранжа понятие устойчивости не было
строго оформлено. Поэтому, быть может, правильно было бы говорить о
теореме Торричелли–Лагранжа–Ляпунова.
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Теорема 3. (Теорема Лагранжа). Равновесие q0 механической систе-
мы (29.20) устойчиво если потенциальная энергия V достигает в
точке q0 (хотя бы локального) строгого минимума.

Доказательство. Нетрудно видеть, что в условиях теоремы Лагранжа
полная механическая энергия E = T + V есть функция Ляпунова первого
рода. Действительно, для любого q из окрестности q0 и произвольного q̇
имеем

E(q, q̇) ≥ V (q) > V (q0) = E(q0, 0). (29.21)

Первое неравенство выполнено потому, что T — положительно определен-
ная квадратичная форма, второе неравенство — в силу условия теоремы.
Последнее равенство верно потому, что q̇0 = 0. Мы доказали, что E до-
стигает строгого минимума в положении равновесия q0. Так как Ė = 0,
условия теоремы (29) выполнены, и теорема Лагранжа доказана

Как известно, достаточным условием строгого минимума служит по-
ложительная определенность второго дифференциала V2 потенциальной
энергии V в критической точке q0.

Таким образом, из положительной определенности оператора A
следует устойчивость равновесия q0 по Ляпунову. Выходит, что в этой
ситуации линеаризация все-таки законна, хотя мы имеем дело с критиче-
ским случаем.

Естественно возникает вопрос об условиях неустойчивости равнове-
сия. Это — проблема обращения теоремы Ляпунова, которая до сих пор
не решена и остается объектом исследований. Ляпунов доказал, что рав-
новесие q0 неустойчиво в том случае, когда второй дифференциал
d2V (q0)(ξ, ξ) может для некоторых векторов ξ принимать отри-
цательные значения. В частности, q0 — неустойчивое равновесие, когда
второй дифференциал отрицательно определен, и функция V в точке q0 до-
стигает максимума (самая сильная неустойчивость). Случай, когда форма
d2V (q0)(ξ, ξ) неотрицательна, но не положительно определена, является
критическим и требует дальнейшего исследования с учетом высших членов
разложения Тейлора функции V . Повторюсь, хотя многие авторы продол-
жали исследования Ляпунова (см. [50, 39, 17]), проблема неустойчивости
равновесия полностью не решена.

Если разыскивать частные решения уравнения (29.20) в виде

uω(t) = eiωt
ϕ, (29.22)

где ϕ — постоянный вектор, придем к спектральной задаче: найти числа ω

(вообще говоря, комплексные) такие, что уравнение

Aϕ = ω
2Mϕ (29.23)



254 В. И. Юдович. Математические модели естествознания

имеет ненулевое решение ϕ. При M = I это обычная задача на собствен-
ные значения для оператора A. Имеются различные способы свести общую
задачу (29.23) к обыкновенной задаче на собственные значения для само-
сопряженного оператора. Видимо, лучший из них — попросту обратить в
(29.23) оператор M и перейти от стандартной метрики в Rn к новой, по-
рождаемой скалярным произведением

(ϕ, ψ)M = (Mϕ, ψ). (29.24)

Тогда уравнение (29.23) примет вид

M−1Aϕ = ω
2
ϕ, (29.25)

и при этом оператор M−1A оказывается самосопряженным относительно
метрики (29.24). Действительно, для любых ϕ и ψ имеется равенство

(M−1Aϕ, ψ)M = (Aϕ, ψ) = (ψ, Aϕ) = (ϕ,M−1Aψ)M . (29.26)

Мы уже раньше видели (см. формулу (11.19) и последующий текст), что
переход от стандартного скалярного произведения к скалярному произве-
дению (29.24), порождаемому оператором масс M , приводит общее урав-
нение второго закона Ньютона к его частному случаю с оператором M =
I . Как вы знаете, все собственные значения самосопряженного операто-
ра вещественны. Поэтому вещественны все собственные числа оператора
M−1A, и соответственно, частота ω вещественна, если ω

2 > 0, и явля-
ется чисто мнимой при ω

2 < 0. Это, впрочем, можно установить и непо-
средственно. Умножим уравнение (29.23) скалярно на ϕ (напомню, что в
комплексном случае (ϕ, ψ) =

∑
k

ϕkψ
∗
k, если ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) и ψ =

(ψ1, . . . , ψn)). В результате получаем

ω
2 =

(Aϕ, ϕ)
(Mϕ, ϕ)

. (29.27)

Поскольку M и A — симметричные операторы, числитель и знаменатель
этой дроби вещественны (см. упражнение 3), причем знаменатель положи-
телен.

Как известно из линейной алгебры, симметричный оператор M−1A все-
гда имеет ортонормальный собственный базис, состоящий из собственных
векторов ϕ1, . . . , ϕn, которым отвечают вещественные собственные значе-
ния ω

2
1, . . . , ω

2
n. Выполняются равенства

Aϕj = ω
2
jMϕj , j = 1, . . . , n. (29.28)
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Поскольку операторы A и M вещественны, собственные векторы ϕj мож-
но также считать вещественными. Согласно формуле (29.22), каждому соб-
ственному значению ω

2 отвечает пара решений e±iωt
ϕ, называемых нор-

мальными колебаниями, или нормальными модами.
Общее решение уравнения (29.20) можно представить в виде линейной

комбинации нормальных колебаний:

u(t) =
n∑

j=−n

cje
iωjt

ϕj . (29.29)

При этом мы полагаем ω−j = −ωj , ϕ−j = ϕj . Для вещественных решений
c−j = c∗j . Здесь мы считаем, что c0 = 0, а ω0 и ϕ0 не определены.

Решение (29.29) описывает колебания, когда все частоты ωj веществен-
ны, то есть, когда собственные числа ω

2
j положительны. Это соответству-

ет тому случаю, когда оператор A положительно определен. Тогда и квад-
ратичная форма d2V (q0)(u, u) = (Au, u) положительно определена. По
теореме Лагранжа–Ляпунова, равновесие q0 в этом случае устойчиво. За-
метим, что и интеграл энергии

E2(u, u̇) =
1
2
[(Mu̇, u̇) + (Au, u)] (29.30)

есть положительно определенная форма от u и u̇.
Если разыскивать решение уравнения (29.20) в виде

u(t) =
n∑

j=1

xj(t)ϕj , (29.31)

то для координаты xj в собственном базисе получим уравнение гармониче-
ского осциллятора

ẍj + ω
2
jxj = 0. (29.32)

Мы приходим к важному выводу: в случае устойчивого равновесия q0, ко-
гда второй дифференциал d2V (q0)(u, u) = (Au, u) есть положительно
определенная форма, уравнение малых колебаний может быть представле-
но как набор n независимых гармонических осцилляторов, где n — число
степеней свободы системы.

Я уже упоминал раньше, см. 8, о такого рода нетривиальных разби-
ениях динамической системы на независимые подсистемы. Замечу, что и
в неустойчивом случае уравнение «малых колебаний» (29.20) представ-
ляется как декартово произведение независимых подсистем, по-прежнему
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определяемых уравнениями (29.32). В этом случае, однако, те из уравнений
(29.32), для которых ω

2
j < 0, описывают не колебания, а экспоненциально

растущие или экспоненциально затухающие движения, чему и соответству-
ют поставленные выше кавычки. В случае ω

2
j = 0 большинство решений

уравнения (29.32) линейно растет со временем, лишь решения, отвечающие
начальному условию вида x(0) = a, ẋ(0) = 0, — постоянны.

Возможность разбиения динамической системы на невзаимодействую-
щие подсистемы оказывается особенно важной, когда применяются веро-
ятностные методы. Зачастую наличие тех или иных свойств статисти-
ческой независимости оказывается решающим для успеха исследова-
ния. Дальше мы рассмотрим применение статистической механики к теории
твердого тела — замечательный пример плодотворности изложенных здесь
идей.

Упражнения.

1. Пользуясь теоремой Лиувилля о сохранении фазовых объемов, дока-
жите, что равновесие гамильтоновой системы не может быть асимптотиче-
ски устойчивым.

2. Докажите, что нулевое равновесие уравнения

ẍ = −x3

устойчиво по Ляпунову, хотя условия теоремы Лагранжа нарушены.
3. Пусть линейный оператор A действует в комплексном (унитарном)

пространстве Cn. Докажите, что он самосопряжен в том и только в том
случае, когда его квадратичная форма (Aϕ, ϕ) при всех ϕ ∈ Cn принимает
вещественные значения.

4. При каких условиях решение (29.29) периодично по t? Вообще гово-
ря, оно лишь квазипериодично.

5. Докажите, что если уравнение

Mü = Au,

где M и A — самосопряженные операторы, причем M � 0, имеет экспо-
ненциально растущее решение, то оно имеет также экспоненциально зату-
хающее решение с тем же показателем экспоненты.
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30. Статистическая механика твердого тела

Теперь речь пойдет о простейшей модели твердого тела в статистиче-
ской механике. Представим себе кристаллическую решетку, в узлах кото-
рой q1, . . . , qn располагаются частицы — ионы или атомы. Обычно эти
частицы несут некоторый электрический заряд — например, в узлах ку-
бической кристаллической решетки поваренной соли находятся ионы на-
трия и хлора. Более редкий случай — когда в узлах решетки расположены
электрически нейтральные атомы — представляет алмаз. Частицы взаи-
модействуют между между собой, и это взаимодействие описывается по-
тенциальной энергией V (q). Здесь q = (q1, . . . , qn), где qi ∈ R3 — по-
ложение i-й частицы. Таким образом, q ∈ R3n. Предположим, что ча-
стицы совершают малые колебания около своих равновесных положений
q01, q02, . . . , q0n. Предполагается, что система натуральна, и ее гамильто-
ниан имеет вид

Ĥ(p, q) =
1
2
(p, M−1(q)p) + V (q). (30.1)

Импульс p выражается через оператор масс M(q) формулой

p = M(q)q̇. (30.2)

Здесь q̇ = (q̇1, . . . , q̇n) — скорость, q̇ ∈ R3n.
Положим q = q0 + u, где u — возмущение положения системы. Так

как в случае равновесия q0 = 0, p0 = 0, можно считать, что q и p суть
возмущения.

Простейшая модель получается, когда мы предполагаем колебания ча-
стиц около их положений равновесия столь малыми, что можно применить
уравнения малых колебаний (см. (29.20))

Mü = −Au, (30.3)

где M = M(q0), а оператор A (см. (29.18)) определяется матрицей Гесса
потенциальной энергии V . Гамильтониан этой системы есть квадратичная
относительно возмущений u, u̇ часть гамильтониана (30.1). Далее будем
предполагать, что оператор A положительно определен, так что равнове-
сие q0 есть точка строгого минимума потенциальной энергии V :

H =
1
2
(Mu̇, u̇) +

1
2
(Au, u) =

1
2
(p, M−1p) +

1
2
(Au, u). (30.4)



258 В. И. Юдович. Математические модели естествознания

Как мы уже видели, система (30.3) может быть представлена как декар-
тово произведение 3n экземпляров гармонических осцилляторов. Каждый
из них описывается уравнением вида (см. (29.32))

ẍj + ω
2
jxj = 0, (30.5)

где частоты ωj отличны от нуля и вещественны в силу предположения A �
0 (оператор масс мы всегда считаем положительно определенным). При
этом возмущение положения равновесия u(t) определяется разложением
по нормальным модам (см. (29.31))

u(t) =
n∑

j=1

xj(t)ϕj , (30.6)

где ϕj — собственный вектор оператора M−1A, отвечающий собственно-
му значению ω

2
j . В переменных xj гамильтониан (30.4) принимает вид

H =
1
2

3n∑
j=1

ẋ2
j +

1
2

3n∑
j=1

ω
2
jx

2
j . (30.7)

Пора остановиться и перевести дух. Все предыдущее есть не более, чем
некоторые наводящие соображения. Мы можем теперь сказать, что про-
стейшая модель твердого тела есть линейная динамическая система, со-
стоящая из (представляющая собой декартово произведение) 3n
невзаимодействующих гармонических осцилляторов. Более того, да-
же и конкретные значения частот ωj не играют серьезной роли в дальней-
шем.

Перейдем к вычислению статистического интеграла

P (B) =
∫

R6n

e−
H
B dx. (30.8)

В случае гамильтониана (30.4) интеграл P (B) представляется в виде про-
изведения 6n гауссовых интегралов:

P (B) =
3n∏

j=1

+∞∫
−∞

e−
1

2B
ẋ2

j dẋj ·
3n∏

j=1

+∞∫
−∞

e−
ω
2
j

x2
j

2B dxj . (30.9)
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Далее получаем

P (B) = (
√

2B)3n
π

3n
2 π

3n
2

3n∏
j=1

√
2B

ωj
. (30.10)

Здесь мы считаем (имеем право!), что ωj > 0. Окончательно имеем

P (B) = π
3n(2B)3n

3n∏
j=1

1
ωj

. (30.11)

Теперь находим энергию E(B) по формуле (25.16). Заметим, что P (B) =
CB3n, где C — константа, зависящая от частот ωj . Поэтому lnP (B) =
3n lnB + const, и вспоминая, что B = kT , получаем

E = 3nkT. (30.12)

Как и в случае идеального газа, энергия зависит лишь от температуры и
числа частиц. Мы можем вычислить также теплоемкость c (точнее, cV —
теплоемкость при постоянном объеме):

c =
∂E

∂T
= 3nk. (30.13)

Таким образом, теплоемкость зависит лишь от числа частиц и не зависит от
их природы, а также и от температуры. Это — известный закон Дюлонга и
Пти (1819 г.), которые экспериментально обнаружили, что у всех элемен-
тов в твердом состоянии атомная удельная теплоемкость (то есть удель-
ная теплоемкость с поправкой на различный атомный вес) одна и та же. В
экспериментах нередко наблюдаются большие отклонения от этого закона,
но при достаточно высоких температурах. Пока сохраняется твердое со-
стояние, закон, как правило, выполняется. Нужно сразу признать, что ста-
тистическая механика оказалась не в состоянии объяснить отклонения от
данного закона при низких температурах. Это расхождение между теорией
и экспериментом было одним из важнейших стимулов к развитию кванто-
вой механики, точнее, квантовой статистики.
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Приложение 1. Типичность единственности и
нетипичность неединственности решения задачи Коши

Здесь мы рассмотрим дифференциальное уравнение

ẋ = f(x, t) (A.1)

с непрерывной скалярной функцией f : R2 → R, заданной на всей плос-
кости R2. На самом деле, следующие рассмотрения можно провести вполне
аналогично и для уравнений в Rn. Имеются и дальнейшие обобщения —
на уравнения в банаховом пространстве X , на уравнения с многозначными
функциями и т. д.

Наша цель — изложить доказательство удивительной теоремы Влади-
слава Орлича (1932, [65]) (исследования Орлича были продолжены в ра-
ботах [62, 63, 64]). Эта теорема показывает, что в определенном смысле
(разъясненном ниже), типичной является ситуация, когда для уравнения
(A.1) с начальным условием вида

x

∣∣∣∣
t=t0

= x0 (A.2)

решение для всех точек (x0, t0) ∈ R2 единственно! И это несмотря на то,
что одного лишь свойства непрерывности функции f , как показывают про-
стые примеры (вспомните задачу Коши ẋ = 3

√
x, x(0) = 0), для единствен-

ности недостаточно. Удивительное дело, этот фундаментальный результат
польского математика совсем мало известен, не упоминается в трактатах по
дифференциальным уравнениям и в учебниках. Более того, весьма распро-
странен предрассудок, что типична как раз неединственность. По-видимому,
так получается потому, что многие верят в "принцип хрупкости хорошего".
Этот принцип, говорящий, что все хорошее встречается редко и легко пор-
тится, применим, к сожалению, ко многим проблемам математики и жизни.
Но он, выходит, отказывает применительно к задаче Коши (A.1), (A.2). Не
считать же "хорошим" случаем неединственность решения.

В шутку я проводил голосование среди математиков, сначала в России,
а затем в нескольких американских университетах, по вопросу о том, что
типично — единственность или неединственность. Этот демократический
способ решения проблемы дал правильный результат лишь на семинаре
в Институте Куранта в Нью-Йорке, причем соотношение голосов за пра-
вильный ответ (единственность!) и против него было, кажется, 14:12, мно-
гие воздержались. Выдающиеся специалисты по дифференциальным урав-
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нениям оказались в разных партиях. Получив, наконец, правильный ответ,
я прекратил такие эксперименты.

Дальше нам понадобится ряд понятий из функционального анализа. Ве-
роятно, они вам большей частью известны, а здесь я их лишь кратко напом-
ню.

Категория множества по Бэру. Пусть X — метрическое простран-
ство. Множество M ⊂ X называется всюду плотным в X , если его за-
мыкание M совпадает с X . Эквивалентное требование таково: в каждом
шаре пространства X найдется хотя бы одна точка множества M . Либо
так: для любой точки x ∈ X найдется последовательность точек x1, x2, . . .
множества M такая, что xn → x, то есть ρ(xn, x) → 0. Здесь ρ — метри-
ка, и ρ(x, y) — расстояние между точками x и y в X .

Множество M ⊂ X называется нигде не плотным в X , если для
каждого шара в X найдется расположенный внутри него шар, не содержа-
щий ни одной точки множества M .

Типичные примеры: множество Q всех рациональных чисел всюду плот-
но в метрическом пространстве R. Множество Qn всевозможных векторов
пространства Rn, имеющих рациональные координаты, всюду плотно в Rn.
Множество Z всех целых числе нигде не плотно в R. Прямая в R2 нигде не
плотна.

Нетривиальный пример нигде не плотного множества построил Г. Кан-

тор. Рассмотрим сегмент [0, 1]. Выбросим из него интервал
(

1
3 , 2

3

)
. С дву-

мя оставшимися отрезками проделаем такую же процедуру: разделим каж-
дый из них на 3 равных отрезка и выбросим среднюю часть. С оставшимися
четырьмя отрезками проделаем то же самое. Продолжим эти действия до
бесконечности. Оставшееся канторово множество K нигде не плотно
на [0, 1]. В этом случае X = [0, 1], ρ(x, y) = |x − y|. Заметьте, что по-
строенное таким образом канторово множество состоит из всевозможных
чисел на отрезке [0, 1], имеющих разложение в троичную дробь, в котором
отсутствует цифра 2.

Канторовы множества долгое время казались математикам абстрактной
и вычурной выдумкой. Однако в середине XX века они стали появляться в
теории динамических систем и, по сути, во всех областях нелинейной мате-
матической физики (конечно, не обязательно в процедуре Кантора делить
отрезки на равные части).

Множество M называется множеством 1-ой категории по Бэру, если
его можно представить как счетное объединение нигде не плотных мно-
жеств. Например, множество Q рациональных чисел в R, а также и Qn

в Rn, суть множества 1-й категории, хотя бы по тому, что они сами счетны.
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Множества, не являющиеся множествами 1-й категории, называются
множествами 2-й категории. Среди них особенный интерес представляют
вычеты. Множество M ⊂ X называется вычетом, если оно — 2-й кате-
гории, а его дополнение X \M есть множество 1-й категории. Замечу, что
всякое полное метрическое пространство X есть множество второй кате-
гории — в себе. В этом случае и всякое непустое открытое множество в
X — тоже второй категории, и дополнение всякого множества первой ка-
тегории имеет вторую категорию, а значит, является вычетом.

Понятно, что множества 1-й категории — это в некотором роде "ма-
лые множества зачастую пренебрежимо малые. Напротив, явления, кото-
рые происходят для всех точек множества 2-й категории, в аналогичном
смысле можно рассматривать как типичные (конечно, типичность явления
не означает, что оно происходит всегда, может быть несколько, даже бес-
конечно много, различных типичных ситуаций, см. упражнение 4).

Конечно, имеются и другие подходы к определению "пренебрежимо ма-
лых" и типичных множеств. Напомню два других варианта. Первый из них
связан с размерностями. Например, гладкая кривая или гладкая поверх-
ность в R3 может считаться "пренебрежимым" множеством (замечу, что
гладкость здесь очень существенна — как показал Пеано, непрерывная
кривая может проходить через все точки куба). Второй подход связан с ме-
рой. Пренебрежимыми считаются множества меры 0, иногда их даже на-
зывают нулевыми. Обычно также "пренебрежимо малыми" считаются ко-
нечные подмножества бесконечных множеств, или вообще подмножества
меньшей мощности. Когда-то математики были поражены результатом
Кантора: квадрат и отрезок прямой — множества равномощные (докажи-
те!)

Надо еще подчеркнуть, что понятия плотного, нигде не плотного мно-
жества, а также множеств 1-ой и 2-ой категории зависят от выбора метри-
ки. Эти понятия определяются и для более общих топологических про-
странств, и тоже зависят от выбора топологии. Вполне может случиться,
что множество 1-ой категории X станет множеством 2-ой категории, если
мы на том же множестве X введем другую метрику или топологию. Точно
так же множество, имеющее нулевую меру µ, может оказаться множеством
положительной меры µ1.

Пространство функций C(R2). Каждая функция f : R2 → R :
(x, t) 7→ f(x, t) определяет на всей плоскости R2 дифференциальное урав-
нение вида (A.1). Будем рассматривать пространство всевозможных непре-
рывных функций на плоскости. Чтобы иметь право произносить слово "про-
странство необходимо определить, что мы понимаем под сходимостью по-
следовательности функций f1(x, t), f2(x, t), . . ..
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Скажем, что fn → f , если для любого компакта в R2 (а можно сказать
проще, для любого круга) имеет место равномерная сходимость fn(x, t) →
f(x, t), здесь f — предельная функция. Это пространство мы и обозначим
через C(R2).

Оказывается, невозможно так определить банахову норму, чтобы схо-
димость по этой норме совпадала с введенной только что равномерной схо-
димостью на компактах. Можно однако ввести метрику, определяющую та-
кой тип сходимости. Для этого достаточно положить

ρ(f, g) =
∞∑

k=1

1
2k

‖f − g‖C(Bk)

1 + ‖f − g‖C(Bk)
. (A.3)

Здесь Bk — круг радиуса k с центром в точке (0, 0), так что Bk = {(x, t) :
x2 + t2 ≤ k2}. Для любой непрерывной функции f норма в C(Bk) опре-
деляется равенством

‖f‖C(Bk) = max
(x,t)∈Bk

|f(x, t)|. (A.4)

Вам станет понятно, откуда взялся ряд (A.3), если Вы припомните опре-
деление метрики в пространстве всевозможных последовательностей S (см.
[23]).

Нетрудно установить (установите!), что введенная равенством (A.3) мет-
рика превращает пространство C(R2) в полное метрическое пространство.

Замечу, что дальнейшее использование пространства C(R2) относится
скорее к красивому оформлению, нежели к сути идеи Орлича.

Множество уравнений с точками неединственности. Рассмотрим
множество M ⊂ C(R2), состоящее из таких функций f , что задача Коши
(A.1), (A.2) хотя бы для одной точки (x0, t0) ∈ R2 имеет более одного
решения. Такую точку (x0, t0) назовем точкой неединственности. По-
нятно, что дополнение C(R2) \M состоит из таких функций f , что задача
(A.1), (A.2) для всех точек (x0, t0) имеет единственное решение.

Для любой точки (x0, t0) ∈ R2 и пары положительных чисел τ и a опре-
делим множество M(x0, t0, τ, a) ⊂ C(R2), состоящее из таких функций
f(x, t), что в круге B1(x0, t0) радиуса 1 с центром (x0, t0) уравнение (A.1)
имеет хотя бы одну точку неединственности, скажем, (x̃0, t̃0), и при этом
выполняются следующие условия:

1) Существуют два решения x(t) и x∗(t) уравнения ẋ = f(x, t), удо-
влетворяющие одному и тому же начальному условию x(t̃0) = x̃0,
x∗(t̃0) = x̃0; при этом оба решения определены (по крайней мере) на
интервале (t̃0 − τ, t̃0 + τ), см. Рис. 17.
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2) Решения x(t) и x∗(t) подчинены неравенствам

|x(t)− x0| ≤ 1, |x∗(t)− x0| < 1 (A.5)

для всех t ∈ (t̃0 − τ, t̃0 + τ).

3) Выполнена оценка снизу

sup
t̃0−τ<t<t̃0+τ

|x(t)− x∗(t)| ≥ a. (A.6)

Доказательство теоремы Орлича основывается на следующих двух лем-
мах.

Лемма 1. Множество M(x0, t0, τ, a) при любом выборе точки
(x0, t0) в R2 и положительных чисел τ и a замкнуто в C(R2).
Доказательство. Суть дела, конечно в том, что все условия, определяю-
щие множество M(x0, t0, τ, a), выдерживают предельный переход в про-
странстве C(R2). Главным является условие (A.6), которое обеспечивает
сохранение неединственности при этом предельном переходе. Небольшая
техническая трудность связана с тем, что сама точка неединственности пре-
дельного уравнения заранее не определена.

Итак, пусть дана последовательность функций fn ∈ M(x0, t0, τ, a),
которая сходится к некоторой функции f ∈ C(R2) в смысле метрики (A.3).
Мы должны доказать, что f ∈ M(x0, t0, τ, a).

Согласно определению множества M(x0, t0, τ, a), для любого
n = 1, 2, . . . определена пара решений xn(t) и xn

∗ (t) задачи Коши с на-
чальной точкой (xn

0 , tn0 ) ∈ B1(x0, t0)

ẋ = fn(x, t), x(tn0 ) = xn
0 . (A.7)

Здесь (xn
0 , tn0 ) — та самая точка неединственности, которая в общем опре-

делении обозначена через x̃0, t̃0. При этом оба решения определены на ин-
тервале (tn0 − τ, tn0 + τ), и, согласно (A.6), выполняются неравенства

|xn(t)− x0| ≤ 1, |xn
∗ (t)− x0| < 1, (A.8)

sup
tn0−τ<t<tn0 +τ

|xn(t)− xn
∗ (t)| ≥ a. (A.9)

Поскольку все точки неединственности расположены в единичном кру-
ге B1(x0, t0), а этот (замкнутый) круг компактен, можно выбрать такую
подпоследовательность индексов nk, что соответствующие точки неедин-
ственности (xnk

0 , tnk
0 ) сходятся к некоторой предельной точке (x∞0 , t∞0 ).
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Ради краткости будем считать, что этот переход к подпоследовательности
уже проделан, так что xn

0 → x∞0 , и tn0 → t∞0 .
Теперь наша цель — доказать, что возможно так выбрать подпосле-

довательность значений индекса n, что соответствующие подпоследова-
тельности решений xn(t) и xn

∗ (t) будут сходиться соответственно к неко-
торым решениям x∞(t) и x∞∗ (t) равномерно на любом сегменте, со-
держащемся в интервале (t∞0 − τ, t∞0 + τ). Определим подпоследова-
тельность сегментов Im = [t∞0 − τm, t∞0 + τm], где τm = τ(1 − 1

m),
m = 1, 2, . . .. Очевидно, что достаточно доказать равномерную сходимость
на каждом из сегментов Im, так как любой сегмент, содержащийся в ин-
тервале (t∞0 − τ, t∞0 + τ), содержится в каждом сегменте Im, начиная с
некоторого значения m.

Рассмотрим, например, последовательность функций xn(t) (с решени-
ями xn

∗ (t) все аналогично) и докажем, что эта последовательность ком-
пактна в C(Im) — в пространстве функций непрерывных на сегменте Im.
Точнее было бы сказать, что речь идет о сужении каждой из функций на
сегмент Im. Для этого, конечно, надо потребовать, чтобы сегмент Im со-
держался в интервале задания (tn0 − τ, tn0 + τ) решения xn(t). Это верно,
возможно, не для всех n, но для всех n, начиная с некоторого, такие значе-
ния n и будем рассматривать.

Согласно критерию Арцела (см. [23]), достаточно установить, что по-
следовательность функций xn(t) на Im равномерно ограничена и равносте-
пенно непрерывна. Равномерная ограниченность непосредственно следует
из определения множества M(x0, t0, τ, a): из (A.8) вытекает, что |xn(t)| ≤
|x0|+1 для всех n и для всех t. Для доказательства равностепенной непре-
рывности, как известно, достаточно установить равномерную ограничен-
ность последовательности производных ẋn(t) на сегменте Im. Но из урав-
нения (A.7), которому удовлетворяет xn(t), следует оценка

|ẋn(t)| ≤ max
(x,s)∈Πm

|fn(x, s)|, (A.10)

где Πm — прямоугольник на плоскости R2: Πm = J0 × Im, причем J0 =
[x0 − 1, x0 + 1].

Действительно, движущаяся точка xn(t) при t ∈ Im не выходит из пря-
моугольника Πm, согласно неравенству (A.8). Поскольку fn сходится к f
равномерно на Πm (как и на любом компакте), правая часть в (A.10) огра-
ничена (m — фиксировано) величиной max

Πm

|f(x, t)| + δ, где δ > 0 —

произвольно фиксировано, равномерно по n для n ≥ Nδ. Здесь число Nδ

определяется по заданному δ.
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Таким образом, мы проверили условия критерия Арцела и можем утвер-
ждать, что последовательность xn(t) компактна в C(Im).

Теперь выберем из последовательности xn(t) подпоследовательность,
равномерно сходящуюся на сегменте I1. Из этой подпоследовательности
выберем подпоследовательность, сходящуюся на сегменте I2. Продолжая
этот процесс неограниченно и применяя диагональную процедуру Георга
Кантора, мы получим подпоследовательность последовательности функ-
ций xn(t), которая равномерно сходится на каждом сегменте Im (m =
1, 2, . . .), а значит, вообще на любом сегменте, содержащемся в интерва-
ле (t∞0 − τ, t∞0 + τ). Итак, существует предельная функция x∞(t), задан-
ная и непрерывная на всем интервале (t∞0 − τ, t∞0 + τ). Аналогично по-
следовательность xn

∗ (t) сходится к непрерывной функции x∞∗ (t) на том же
интервале.

Докажем теперь, что x∞(t) и x∞∗ (t) суть решения предельной задачи
Коши

ẋ = f(x, t), x(t∞0 ) = x∞0 . (A.11)

Для этого достаточно заметить, что задача Коши (A.7) (дифференциаль-
ное уравнение вместе с начальным условием) эквивалентна интегральному
уравнению, которому удовлетворяет xn(t)

xn(t) = xn
0 +

t∫
tn0

fn(xn(s), s) ds. (A.12)

Перейдем в этом уравнении к пределу, когда n пробегает выделенную на-
ми подпоследовательность значений. Тогда xn

0 → x∞0 , и xn(t) → x∞(t)
равномерно на любом сегменте Im. Поскольку fn → f равномерно на лю-
бом компакте, выполнены условия известной Вам теоремы о предельном
переходе под знаком интеграла. Таким путем мы приходим к интегральному
уравнению

x∞(t) = x∞0 +
t∫

t∞0

f(x∞(s), s) ds, (A.13)

из которого следует, что x∞(t) является решением задачи Коши

ẋ = f(x, t), x(t∞0 ) = x∞0 . (A.14)

Аналогично устанавливается, что и функция x∞∗ (t) — решение этой же за-
дачи Коши.
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Мы уже видели, что (x∞0 , t∞0 ) ∈ B1(x0, t0). Переходя к пределу в (A.8)
и (A.9), приходим к неравенствам (проделайте подробные доказательства)

|x∞(t)− x0| ≤ 1, |x∞∗ (t)− x0| ≤ 1, (A.15)
sup

t∞0 −τ<t<t∞0 +τ

|x∞(t)− x∞∗ (t)| ≥ a. (A.16)

Мы доказали, что предельная функция принадлежит множеству f ∈
M(x0, t0, τ, a), а вместе с тем и лемму 1.

Лемма 2. Множество M(x0, t0, τ, a) нигде не плотно для любой
точки (x0, t0) и любых чисел τ > 0, a > 0.
Доказательство. Рассуждая от противного, допустим, что множество
M(x0, t0, τ, a) плотно в некотором шаре пространства C(R2). Ввиду за-
мкнутости, оно целиком содержит этот шар. В каждом шаре простран-
ства C(R2), как известно, плотно также и множество гладких функций C∞

(нам сейчас достаточно рассматривать сужения функций из C(R2) на круг
B1(x0, t0)). Но для гладкой функции f(x, t) мы знаем теорему единствен-
ности задачи Коши для уравнения ẋ = f(x, t). Значит такая функция не
может принадлежать множеству M(x0, t0, τ, a) (красиво?). Лемма 2 дока-
зана.

Теорема Орлича. Множество M функций f ∈ C(R2) таких, что
уравнение ẋ = f(x, t) обладает хотя бы одной точкой неединствен-
ности на плоскости R2, является множеством первой категории в
C(R2).
Доказательство. Очевидно, что всякая функция f такая, что существует
хотя бы одна точка неединственности уравнения ẋ = f(x, t), принадле-
жит некоторому множеству M(x0, t0, τ, a). Более того, ясно, что при этом
можно считать числа x0, t0, τ, a рациональными. Множество Q всех раци-
ональных чисел счетно, множество всех четверок рациональных чисел x0,
t0, τ, a тоже счетно (докажите!). Мы установили, что множество M явля-
ется счетным объединением

M =
⋃

M(x0, t0, τ, a) (A.17)

по всем x0, t0, τ, a ∈ Q. Согласно лемме 2, каждое из множеств M(x0, t0, τ, a)
нигде не плотно. Теорема доказана.

В свете этой теоремы ситуация с проблемой единственности решения
задачи Коши выглядит драматической. На самом деле, единственность —
при любой начальной точке! — имеет место для подавляющего большин-
ства уравнений ẋ = f(x, t), f ∈ C(R2). В то же время классическая тео-
рема единственности относится к функциям f , удовлетворяющих условию
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Липшица, которые в совокупности образуют множество 1-й категории в
C(R2). Ситуация с теоремой единственности Осгуда чуть менее ясна. Если
зафиксировать в этой теореме функцию g(s), оценивающую модуль непре-
рывности функции f , и рассматривать лишь такие f , для которых локально,
вблизи каждой точки (x0, t0) ∈ R2, выполнено неравенство

|f(x′, t)− f(x′′, t)| ≤ Kg(|x′ − x′′|), K > 0, (A.18)

то нетрудно доказать, что соответствующее множество Cg имеет 1-ю кате-
горию.

Вопрос: какова категория множества всех f , удовлетворяющих
условиям теоремы Осгуда?

Напомню, что функция g должна лишь подчиняться требованию∫
+0

ds

g(s)
= +∞. (A.19)

При этом, конечно, предполагается, что g(0) = 0, но g(s) > 0 для всех
s > 0 (или для s достаточно малых). Имеются небольшие обобщения тео-
ремы Осгуда, скажем, в неравенстве (A.18) можно еще допустить множи-
тель ϕ(t) при достаточной регулярности функции ϕ (см. [35, 49]).

Все это говорит о том, что нужно и интересно искать новые подходы
к доказательству теоремы единственности задачи Коши. "Силовые под-
ходы основанные на оценках типа (A.18) абсолютной величины разности
f(x′, t) и f(x′′, t) для пары решений x′ и x′′, по-видимому, не приводят к
результату для очень многих дифференциальных уравнений, обладающих,
на самом деле, свойством единственности.

Надо признаться, что предыдущее утверждение может оказаться "лож-
ной тревогой". В математике не так уж редко случается, что то или иное яв-
ление происходит в "подавляющем большинстве" случаев, но установить,
что оно происходит в данном конкретном случае, очень трудно, а то и прак-
тически невозможно. Например, известно, что в ситуации общего положе-
ния линейный оператор A : Rn → Rn имеет ненулевой определитель и об-
ратим, но доказать, что данный определитель отличен от нуля, — непростое
дело. Оказалось, что в общей проблеме обратимости оператора A целесо-
образно изменить постановку вопроса: вместо индивидуального операто-
ра A, рассматривать однопараметрическое семейство операторов A − λI .
Тогда можно установить, что обратимость имеет место для всех значений
λ, кроме конечного набора собственных значений (в случае банахова про-
странства и вполне непрерывного оператора A — кроме не более чем счет-
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ного множества значений). Это всё, что может дать общая теория. Выясне-
ние того, для каких λ оператор A− λI обратим, и для каких он необратим,
распадается на необозримое множество различных частных теорий, кото-
рые в совокупности образуют спектральную теорию линейных операторов,
и еще, пожалуй, не оформившуюся в самосостоятельную дисциплину бес-
конечномерную линейную алгебру.

Другой пример — свойства эргодичности и перемешивания динами-
ческой системы [48]. Для конкретных систем доказательство эргодичности
и перемешивания, как правило, чрезвычайно трудно, хотя доказано, что эр-
годические системы образуют множество 2-ой категории при определенном
выборе топологии. Кстати, это как раз хороший пример зависимости кате-
гории по Бэру от выбора топологии.

Если проводить аналогию между проблемой единственности и пере-
численными выше проблемами, то с некоторой вероятностью (по-моему,
не очень большой) можно опасаться, что для уравнения ẋ = f(x, t), где
f — всего лишь непрерывная функция, не получится вполне общей тео-
ремы единственности. Интересно, однако, найти пусть частные, условия,
обеспечивающие единственность для множества таких уравнений 2-й ка-
тегории.

О других подходах к проблеме неединственности. Наряду с класси-
фикацией множеств по Бэру, имеются и другие подходы к проблеме срав-
нения множеств по их "массивности". Например, если на рассматриваемом
множестве (нас сейчас интересует C(R2)) задана некоторая мера, принято
и естественно считать "пренебрежимо малыми" множества меры 0. Суще-
ственно заметить, что в случае, когда на данном множестве определены и
метрика, и мера, эти два подхода могут существенно разойтись. В частно-
сти, множество 1-й категории может иметь положительную меру.

В. И. Арнольд не раз обращал внимание на подобное расхождение в ря-
де важных вопросов теории динамических систем. Поэтому, рассказывая
ему о теореме Орлича, я предвидел, что он спросит и о подходе к данной
проблеме с точки зрения меры. Это трудный вопрос. Неясно даже, как его
корректно сформулировать, поскольку для бесконечномерных метрических
пространств не существует естественного аналога меры Лебега в Rn. Ка-
кую же меру выбрать? От этого выбора тоже зависит результат. В такой
ситуации интересно для начала рассмотреть семейства дифференциальных
уравнений, зависящие от конечного числа параметра, например, выбрать
в качестве их правых частей конечные линейные комбинации функций из

C(R2), скажем,
n∑

k=1
ckfk(x, t). Теперь каждому уравнению с такой правой
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частью соответствует точка (c1, . . . , cn) ∈ Rn. И резонно спросить, ка-
кова мера Лебега множества точек, отвечающих уравнениям, обладающим
точками неединственности. При этом можно считать, что коэффициенты ck

ограничены, например, неравенством
n∑

k=1
c2
k ≤ a2. Нетрудно привести при-

меры таких семейств уравнений

ẋ =
n∑

k=1

ckfk(x, t), (A.20)

для которых точки неединственности присутствуют при любом выборе ко-
эффициентов (например, положим fk(x, t) = |x|1/2k); тогда (0, t0) —
точка неединственности при любом t0. Предположим однако, что данное
семейство содержит хотя бы одно уравнение, для которого верна теорема
единственности решения задачи Коши при любом выборе начальной точ-
ки. Что можно тогда сказать о мере множества тех уравнений семейства
(я уже отождествил уравнение и определяющую его точку (c1, c2, . . . , cn)),
которые обладают хотя бы одной точкой неединственности?

Поставим вопрос о мере множества тех точек (c1, c2, . . . , cn) ∈
Rn и удовлетворяющих условию

n∑
k=1

c2
k ≤ a2 (при заданном a > 0),

для которых уравнение (A.20) имеет хотя бы одну точку неедин-
ственности. При этом предполагается, что для некоторого набора
c0
1, . . . , c

0
n единственность имеет место для всех начальных точек в

R2.
У меня нет полной уверенности, что это уже окончательная постановка

задачи. В конце концов, лишь красивый ответ может подтвердить разум-
ность вопроса. Есть однако надежда, что двигаясь в намеченном направ-
лении, возможно прийти к интересным постановкам задач, допускающих
содержательные решения.

О глобальной разрешимости. Наряду с единственностью, представ-
ляет значительный интерес глобальная разрешимость задачи Коши для диф-
ференциального уравнения ẋ = f(x, t). Глобальная разрешимость озна-
чает, что для любой начальной точки решение задачи Коши (все решения,
если их много) можно продолжить на всю временную ось (или хотя бы на
положительную полуось — это другой вариант вопроса).

Типична ли глобальная разрешимость? Какова категория множества
глобально разрешимых уравнений? Мне кажется, что в отличие от един-
ственности, глобальная разрешимость нетипична. Может быть, кто-нибудь
возьмется подтвердить или опровергнуть эту гипотезу.
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Упражнения к Приложению A

1. Доказать, что множество вещественных чисел, в разложении которых
в k-ричную дробь какая либо цифра, начиная с некоторого места, от-
сутствует, есть множество 1-й категории в R.

2. Из результата предыдущего упражнения вывести, что существуют та-
кие числа, что в их разложениях в k-ричную дробь для любого k, каж-
дая значащая цифра присутствует бесконечно много раз. Более того,
множество таких чисел является вычетом.

3. Доказать, что множество ограниченных непрерывных функций есть
множество первой категории в C(R2). Доказать, что и множество

непрерывных функций f , таких что |f(x,t)|
(1+x2+t2)α (при фиксированном

α) — ограниченная функция на R2, — тоже множество 1-й катего-
рии в C(R2).

4. Докажите, что как существование у вещественного полинома x2 +
px + q пары вещественных простых корней, так и существование у
него пары комплексно сопряженных корней — типичные ситуации,
а существование кратного корня — нетипично (в смысле категорий
соответствующих множеств точек (p, q) на плоскости R2). Как обоб-
щить этот вывод на полиномы n-й степени?

5. Рассмотрим пространство функций C(a, b), непрерывных на интер-
вале (a, b). Определим сходимость в этом пространстве, считая, что
fn → f , если и только если fn(x) → f(x) равномерно по x на лю-
бом сегменте [α, β] ⊂ (a, b). По аналогии с метрикой (A.3), опреде-
лите метрику, отвечающую этому типу сходимости.

6. Докажите, что множество функций из C(R2), удовлетворяющих усло-
вию Липшица, есть множество 1-й категории.

7. Останется ли верной теорема Орлича, если в ней заменить простран-
ство C(R2) на банахово пространство MC(R2) непрерывных и огра-
ниченных на R2 функций? Норма в этом пространстве определяется
равенством:

‖f‖MC(R2) = sup
(x,t)∈R2

|f(x, t)|.

8. Вспомните доказательство и докажите, что задача Коши ẋ = f(x),
x(0) = x0 для одного скалярного дифференциального уравнения
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имеет, и притом единственное, решение для любой непрерывной функ-
ции f(x) при одном лишь условии, что f(x0) 6= 0.

9. Рассмотрите задачу Коши ẋ = 3
√

x + εt, x(0) = 0. При ε = 0 реше-
ние неединственно. А при ε 6= 0?

10. Рассмотрите уравнение ẋ = |x+ε|t|β|α, при 0 < α < 1, и 0 < β < 1.
При ε = 0 у него есть точка неединственности. Имеются ли точки
неединственности при ε 6= 0? (Конечно модули уродуют это уравне-
ние, но их можно опустить, если выбрать в качестве α и β правильные
дроби с нечетными знаменателями). Ответ мне в данный момент неиз-
вестен. Теорема Орлича подсказывает гипотезу: при ε 6= 0 — всегда
единственность. Любопытно также посмотреть, что дадут стандарт-
ные программы решения задачи Коши применительно к уравнениям
такого типа.

11. Если физик-экспериментатор покажет Вам матрицу, например, раз-
меров 10×10, элементы которой получены путем измерений, и спро-
сит какова ее жорданова форма, Вы можете уверенно отвечать, что
диагональная. Почему?

12. А теперь представьте себе, что Ваш друг, физик-экспериментатор из
предыдущего упражнения, попросил Вас привести к диагональному
виду два-три десятка матриц 10×10. Еще он Вам сообщил, что каж-
дая из этих матриц многократно проверена независимыми экспери-
ментами. Анализируя диагональные формы этих матриц, он рассчи-
тывает получить важные физические выводы (допустим, об озоно-
вой дыре, либо о строении кристаллов). У Вас имеется несколько
стандартных программ диагонализации матриц, все они Вами хоро-
шо проверены и много раз применены для различных матриц 20-го
и 30-го порядка. И вот выяснилось, что все Ваши программы отка-
зываются работать для этих матриц. Скорей всего, Вы должны по-
здравить своего друга-физика с большим успехом. Почему? Что Вы
предлагаете делать дальше?
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Приложение 2. Изометрии и вращения банахова
пространства. Теорема Мазура и Улама

Здесь изложена замечательная теорема Мазура и Улама о линейности
изометрического отображения U : X → Y одного банахова пространства
в другое, при условии, что 0 ∈ X переходит в 0 ∈ Y , так что U(0) = 0. Со-
храняя основную идею доказательства [5], я попытался прояснить его ход
при помощи введения понятия центра множества в метрическом про-
странстве.

Центр ограниченного множества. Пусть X — метрическое простран-
ство, и M ⊂ X — ограниченное множество в нем. Это означает, что M со-
держится в некотором шаре пространства X . Определим диаметр d(M)
множества M , полагая

d(M) = sup
x,y∈M

ρ(x, y). (A.1)

Очевидно, для ограниченных множеств, и только для них, диаметр конечен.
Теперь определим 1-центр C1(M) множества M , полагая

C1(M) = {x ∈ X| ∀z ∈ M : ρ(x, z) ≤ 1
2
d(M)}. (A.2)

Таким образом, множество C1(M) состоит из всевозможных точек про-
странства X , удаленных от произвольной точки множества M не более,
чем на половину диаметра множества M .

Например, 1-центр шара в евклидовом пространстве есть попросту мно-
жество, состоящее из одной точки — его центра. Бывает, что 1-центр мно-
жества пуст: выбросим центр некоторого шара из X , тогда 1-центр шара
полученного пространства не будет содержать ни одной точки.

Теперь по индукции определим n-центр Cn(M) для любого натураль-
ного n = 2, 3 . . ., полагая

C2(M) = C1(C1(M)) ∩ C1(M), . . . , Cn(M) (A.3)
= C1(Cn−1(M)) ∩ Cn−1(M), . . .

Заметим, что 1-центр C1(M) конструируется из точек пространства X , в
то время как n-центр Cn(M) при n = 2, 3, . . . обязан быть подмноже-
ством (n− 1)-центра.
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Определим, наконец, центр ограниченного множества M ⊂ X как пе-
ресечение всех n-центров

C(M) =
∞⋂

n=1

Cn(M) (A.4)

Лемма 1. Центр всякого ограниченного множества M метриче-
ского пространства X содержит не более одной точки

Доказательство. Докажем, что диаметр n-центра, по крайней мере, в
2n−1 раз меньше чем d(M):

d(Cn(M)) ≤ 1
2n−1

d(M). (A.5)

Если x, y ∈ C1(M), то ввиду определения 1-центра (A.2), выполняется
неравенство

ρ(x, y) ≤ d(M). (A.6)

Если x, y ∈ Cn(M), n ≥ 2, то x, y ∈ Cn−1(M), поэтому

ρ(x, y) ≤ 1
2
d(Cn−1(M)).

Отсюда сразу следует неравенство (A.5) при n = 2, а затем по индукции и
для любых n.

Неравенство (A.5) показывает, что диаметр центра C(M) равен нулю.
Это доказывает лемму 1.

Дальше будем считать, что X — банахово пространство, так что
ρ(x1, x2) = ‖x1 − x2‖X , где ‖ · ‖X — норма в пространстве X .

Скажем, что множество M ⊂ X центрально-симметрично, и ξ ∈ X
его центр симметрии, если точки x = ξ ± u принадлежат M . Заметим,
что преобразование S : M → M , определенное равенством Sx = x̄ =
2ξ− x есть инверсия: S2x = ¯̄x = x, S2 = I .

Лемма 2. Если множество M в X — центрально-симметрично,
то и его n-центры также центрально-симметричны (с тем же цен-
тром симметрии ξ), а центр C(M) либо пуст, либо состоит из од-
ной точки ξ.

Доказательство. Докажем, что 1-центр C1(M) центрально-симметри-
чен относительно точки ξ. Пусть x = ξ + u ∈ C1(M). Это означает, что
неравенство

‖x− z‖ ≤ 1
2
d(M) (A.7)
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выполнено для любых z ∈ M . Неравенство (A.7) остается верным и при
замене z на z̄, так как z̄ ∈ M . Поэтому имеем

‖x̄− z‖ = ‖2ξ− x− z‖ = ‖x− z̄‖ ≤ 1
2
d(M) (A.8)

Таким образом, 1-центр C1(M) центрально-симметричен. Очевидная ин-
дукция дает тот же результат и для n-центра Cn(M). Тогда и центр C(M)
центрально-симметричен, будучи пересечением центрально симметричных
множеств. Если теперь допустить, что центр C(M) содержит точку x =
ξ + u, то также и точка x̄ = ξ − u ему принадлежит. Но, по лемме 1, эти
точки должны совпадать. Поэтому u = 0, и лемма 2 доказана.

Следствие. Пусть множество M = {x1, x2}, где x1 и x2 произ-
вольные точки в X . Тогда для множества M , состоящего из двух
точек x1 и x2, центр C(M) есть множество, состоящее из одной
точки ξ = 1

2(x1 + x2).
Изометрии и вращения. Напомню, что отображение U : X → Y

метрического пространства X в метрическое пространство Y называется
изометрическим или изометрией, если для любых x1, x2 ∈ X выпол-
нено равенство

ρY (Ux1, Ux2) = ρX(x1, x2). (A.9)

В случае банаховых пространств X и Y равенство (A.9) записывается в
виде

‖Ux1 − Ux2‖Y = ‖x1 − x2‖X . (A.10)

Очевидно, всякое изометрическое отображение непрерывно. Столь же оче-
видно, что изометрия отображает пространство X на свой образ U(X) вза-
имно однозначно.

В любом банаховом пространстве X каждому элементу h можно поста-
вить в соответствие изометрическое отображение Lh : x 7→ x+h, называ-
емое переносом или трансляцией на вектор h. Если U : X → X — изо-
метрия банахова пространства X , то отображение U0, определяемое ра-
венством U0x = Ux − U(0) — также изометрия. При этом точка 0 ∈ X
есть неподвижная точка отображения U0, так что U0(0) = 0.

Взаимно однозначное отображение U : X → X называется враще-
нием (банахова пространства X), если оно изометрично и оставляет непо-
движной точку ноль.

Подчеркну, что в следующей теореме не требуется, чтобы образ U(X)
пространства X при отображении U совпадал со всем пространством Y .

Теорема Мазура и Улама. Всякое изометрическое отображение
U : X → Y банахова пространства X в банахово пространство
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Y , переводящее 0 пространства X в 0 пространства Y (так что
U(0) = 0) — линейно.

Доказательство. Пусть x1 и x2 — произвольные точки в X . Согласно

следствию, центр множества {x1, x2} есть ξ =
1
2
(x1 + x2).

Определения n-центров и центра множества связаны лишь с метрикой,
а изометрия U ее сохраняет. Поэтому ясно, что отображение U переводит
центр любого множества M ⊂ X в центр его образа U(M) ⊂ Y . По-

скольку центр множества {Ux1, Ux2} есть
1
2
(Ux1 + Ux2), приходим к

равенству

U

(
1
2
(x1 + x2)

)
=

1
2
(Ux1 + Ux2). (A.11)

Полагая здесь x1 = x и x2 = 0 и учитывая, что U(0) = 0, для любого
x ∈ X получим равенство

U

(
1
2
x

)
=

1
2
Ux. (A.12)

Теперь для произвольных x1, x2 ∈ X , полагая в (A.12) x = x1 + x2 и
применяя (A.11), выводим

U(x1 + x2) = 2U

(
1
2
(x1 + x2)

)
(A.13)

= 2 · 1
2
(Ux1 + Ux2) = Ux1 + Ux2.

Это означает, что оператор U аддитивен. Хорошо известно (см. ниже
лемму 3), что, вместе с непрерывностью в нуле (а изометрический оператор
непрерывен всюду), это свойство влечет линейность оператора U . Теорема
доказана.

Лемма 3. Пусть оператор U : X → Y (X и Y — банаховы) ад-
дитивен и непрерывен в точке 0 ∈ X . Тогда он непрерывен всюду и
однороден, то есть U — линейный оператор.

Доказательство. По условию, для любых x1, x2 ∈ X выполняется
равенство

U(x1 + x2) = Ux1 + Ux2. (A.14)

Из него по индукции получается более общее равенство

U(x1 + x2 + . . . + xm) = Ux1 + Ux2 + . . . + Uxm. (A.15)
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Полагая x1 = x2 = . . . = xm = x, выводим равенство

U(mx) = mUx (A.16)

для любого натурального m и любого x ∈ X . Заменяя здесь x на
1
m

x,
получим

U

(
1
m

x

)
=

1
m

Ux. (A.17)

Поскольку m ∈ N в (A.16) и (A.17) произвольно, для любого рациональ-
ного числа m

n , где m, n ∈ N , выводим равенство

U

(
m

n
x

)
=

m

n
Ux. (A.18)

Итак, всякое положительное рациональное число можно выносить за знак
оператора U . Покажем, что можно выносить и −1. Действительно, если
положить в (A.14) x1 = x2 = 0, то получится, что U(0) = 2U(0), так что
U(0) = 0. Далее, если положить в (A.14) x1 = x и x2 = −x, то получим

U(0) = Ux + U(−x).

Так как U(0) = 0, выходит, что U(−x) = −U(x). Теперь ясно, что равен-
ство (A.18) справедлива для любых рациональных m

n .
Докажем, что из непрерывности аддитивного оператора в точке 0 следу-

ет его непрерывность в произвольной точке x. Действительно, если xn →
x, то ξn = xn − x → 0 и

Uxn −Ux = U(x + ξn)−Ux = Ux + Uξn −Ux = Uξn → 0, (A.19)

ввиду непрерывности оператора U в нуле. Итак, оператор U непрерывен в
любой точке x ∈ X .

Если теперь λ ∈ R — любое вещественное число, то мы возьмем после-
довательность рациональных чисел вида m

n , сходящуюся к λ, и, переходя к
пределу в (A.18), найдем

U(λx) = λUx. (A.20)

Итак, оператор U непрерывен всюду, аддитивен и однороден, то есть лине-
ен. Лемма 3 доказана.

Как доказал З. Хажинский [61], всякий изометрический оператор, дей-
ствующий в конечномерном линейном метрическом пространстве также
линеен. Для доказательства он построил по данной метрике преднорму
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(отличается от нормы только тем, что она может обращаться в ноль и на
ненулевых векторах) с тем же нулем, инвариантную относительно всех изо-
метрий. Далее, в [61] использована теорема Мазура–Улама и индукция по
размерности пространства.

Упражнения к Приложению B

1. Метрическое пространство X состоит из 5-и точек: x1, x2, x3, x4, x5.
Метрику зададим, полагая ρ(x1, x2) = 1, ρ(x1, x3) = 1, ρ(x1, x4) =
1; ρ(x1, x5) = 2; ρ(x2, x3) = 1/2; ρ(x2, x4) = 1/2; ρ(x2, x5) = 1;
ρ(x3, x4) = 1/2; ρ(x3, x5) = 1; ρ(x4, x5) = 1. Проверьте выпол-
нение аксиом метрики. Найдите 1-центр этого пространства, а также
его центр.

s s s

s

s

x1 x3 x5

x2

x4

2. Докажите, что для всякого шара B в банаховом пространстве X центр
C(B) есть его центр в обычном смысле слова.

3. Пусть U : X → Y — изометрическое отображение метрического
пространства X в метрическое пространство Y . Докажите, что для
любого множества M ⊂ X с непустым центром C(M) = {ξ} его
образ U(M) ⊂ Y также имеет центр η ∈ Y и Uξ = η. Докажите
также, что U(Cn(M)) = Cn(U(M)).

4. Пусть D — множество в Rn, содержащее не менее, чем n + 1 точку,
среди которых имеется точка 0 ∈ Rn, а остальные n точек линейно
независимы. Индуцированная на нем метрика пространства Rn пре-
вращает D в метрическое пространство. Пусть U : D → Rn — изо-
метрическое отображение, оставляющее точку 0 неподвижной. Дока-
жите, что его можно считать линейным. Точнее, существует линейное
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изометрическое отображение Û : Rn → Rn, однозначно определя-
емое отображением U , и такое, что его сужение на D есть U , или, в
символах: Û

∣∣
D

= U .

5. Докажите, что, если в теореме Мазура и Улама отбросить условие со-
хранения нуля, то можно утверждать, что изометрическое отображе-
ние аффинно, то есть U = U0 +Lh, где Lh — трансляция на посто-
янный вектор h, а U0 — линейное изометрическое отображение.
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