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СПИСОК ИСПОЛЬЗУЕМОЙ ЛИТЕРАТУРЫ
1. 
Линии второго порядка в евклидовой плоскости.

Определение: 
Евклидова плоскость – это пространство размерности 2, (двумерное вещественное пространство).
Линии второго порядка представляют собой линии пересечения кругового конуса с плоскостями, не проходящими через его вершину.
Эти линии часто встречаются в различных вопросах естествознания. Например, движение материальной точки под воздействием центрального поля силы тяжести происходит по одной из этих линий. 
Если секущая плоскость пересекает все прямолинейные образующие одной полости конуса, то в сечении получится линия, называемая эллипсом (рис. 1.1,а). Если секущая плоскость пересекает образующие обеих полостей конуса, то в сечении получится линия, называемая гиперболой (рис. 1.1,6). И, наконец, если секущая плоскость параллельна одной из образующих конуса (на 1.1, в — это образующая АВ), то в сечении получится линия, называемая параболой. Рис. 1.1 дает наглядное представление о форме рассматриваемых линий.

Рисунок 1.1
Общее уравнение линии второго порядка имеет следующий вид:


				(1)

или


				(1*)

Эллипсом называется множесво точек плоскости, для которых сумма расстояний до двух фиксированных точек F1  и F2 этой плоскости, называемых фокусами, есть величина постоянная.
При этом не исключается совпадение фокусов эллипса. Очевидно, если фокусы совпадают, то эллипс представляет собой окружность.
Для вывода канонического уравнения эллипса выберем начало О декартовой системы координат в середине отрезка F1F2, а оси Ох и Оу направим так, как указано на рис. 1.2 (если фокусы F1 и F2 совпадают, то О совпадает с F1 и F2, а за ось Ох можно взять любую ось, проходящую через О).
Пусть длина отрезка F1F2 равна 2с. Тогда в выбранной системе координат точки F1 и F2 соответственно   имеют   координаты (-с, 0) и (с, 0). Обозначим через 2а постоянную, о которой говорится в определении эллипса. Очевидно, 2а > 2с, т. е. а > с (Если М — точка эллипса (см. рис. 1.2), то |MF]|+ |MF2| = 2a, а так как сумма двух сторон MF1  и MF2 треугольника MF1F2  больше третьей стороны F1F2 = 2c, то 2а > 2с. Случай 2а = 2с естественно исключить, так как тогда точка М располагается на отрезке F1F2 и эллипс вырождается в отрезок.). 
Пусть М — точка плоскости с координатами (х, у)  (рис. 1.2). Обозначим через r1 и r2 расстояния от точки М до точек F1 и F2 соответственно. Согласно определению эллипса равенство
															Рис. 1.2
r1 + r2 = 2а   		        (1.1)

является необходимым и достаточным условием расположения точки М (х, у) на данном эллипсе.
Используя формулу расстояния между двумя точками, получим


 		(1.2)
 
Из (1.1) и (1.2) вытекает, что соотношение
 

		 (1.3)

представляет собой необходимое и достаточное условие расположения точки М с координатами х и у на данном эллипсе. Поэтому соотношение (1.3) можно рассматривать как уравнение эллипса. Путем стандартного приема «уничтожения радикалов» это уравнение приводится к виду

						(1.4)
где 

 						 (1.5)


Так как уравнение (1.4) представляет собой алгебраическое следствие уравнения эллипса (1.3), то координаты х и у любой точки М эллипса будут удовлетворять и уравнению (1.4). Поскольку при алгебраических преобразованиях, связанных с избавлением от радикалов, могли появиться «лишние корни», мы должны убедиться в том, что любая точка М, координаты которой удовлетворяют уравнению (1.4), располагается на данном эллипсе. Для этого, очевидно, достаточно доказать, что величины r1  и r2 для каждой точки удовлетворяют соотношению (1.1). Итак, пусть координаты х и у точки М удовлетворяют уравнению (1.4). Подставляя значение у2 из (1.4) в правую часть выражения (1.2) для г1 после несложных преобразований найдем, что , тогда 

.

Совершенно аналогично найдем, что . Таким образом, для рассматриваемой точки М



,  			(1.6)

т. е. r1 + r2 = 2а, и поэтому точка М располагается на эллипсе. Уравнение (1.4) называется каноническим уравнением эллипса. Величины а и b называются соответственно большой и малой полуосями эллипса (наименование «большая» и «малая» объясняется тем, что а>Ь).
Замечание. Если полуоси эллипса а и b равны, то эллипс представляет собой окружность, радиус которой равен R = a = b, а центр совпадает с началом координат.

Гиперболой называется множество точек плоскости, для которых абсолютная величина разности расстояний до двух фиксированных точек, F1 и F2 этой плоскости, называемых фокусами, есть величина постоянная (Фокусы F1 и F2 гиперболы естественно считать различными, ибо если указанная в определении гиперболы постоянная не равна нулю, то нет ни одной точки плоскости при совпадении F1 и F2, которая бы удовлетворяла требованиям определения гиперболы. Если же эта постоянная равна нулю и F1 совпадает с F2, то любая точка плоскости удовлетворяет требованиям определения гиперболы.).
Для вывода канонического уравнения гиперболы выберем начало координат в середине отрезка F1F2, а оси Ох и Оу направим так, как указано на рис. 1.2. Пусть длина отрезка F1F2 равна 2с. Тогда в выбранной системе координат точки F1 и F2 соответственно имеют координаты (-с, 0) и (с, 0) Обозначим через 2а постоянную, о которой говорится в определении гиперболы. Очевидно, 2a < 2с, т. е. a < с.
Пусть М — точка плоскости с координатами (х, у) (рис. 1,2). Обозначим через r1 и r2 расстояния MF1 и MF2. Согласно определению гиперболы равенство

 					(1.7)

является необходимым и достаточным условием расположения точки М на данной гиперболе.
Используя выражения (1.2) для r1 и r2 и соотношение (1.7), получим следующее необходимое и достаточное условие расположения точки М с координатами х и у на данной гиперболе:


.            (1.8)

Используя стандартный прием «уничтожения радикалов», приведем уравнение (1.8) к виду


					(1.9)
где  

					 (1.10)

Мы должны убедиться в том, что уравнение (1.9), полученное путем алгебраических преобразований уравнения (1.8), не приобрело новых корней. Для этого достаточно доказать, что для каждой точки М, координаты х и у которой удовлетворяют уравнению (1.9), величины r1 и r2 удовлетворяют соотношению (1.7). Проводя рассуждения, аналогичные тем, которые были сделаны при выводе формул (1.6), найдем для интересующих нас величин r1 и r2 следующие выражения:


			 (1.11)


Таким образом, для рассматриваемой точки М имеем , и поэтому она располагается на гиперболе.
Уравнение (1.9) называется каноническим уравнением гиперболы. Величины а и b называются соответственно действительной и мнимой полуосями гиперболы.

Параболой называется множество точек плоскости, для которых расстояние до некоторой фиксированной точки F этой плоскости равно расстоянию до некоторой фиксированной прямой, также расположенной в рассматриваемой плоскости.
Указанная в определении точка F называется фокусом параболы, а фиксированная прямая — директрисой (направляющая) параболы.

Для вывода канонического уравнения параболы выберем начало О декартовой системы координат в середине отрезка FD, представляющего собой перпендикуляр, опущенный из фокуса F на директрису (Естественно считать, что фокус F не лежит на директрисе, ибо в противном случае точки плоскости, для которых были бы выполнены условия определения параболы, располагались на прямой, проходящей через F перпендикулярно директрисе, т. е. парабола выродилась бы в прямую), а оси Ох и Оу направим так, как указано на рис. 1.3. Пусть длина отрезка FD равна р. Тогда в выбранной системе координат точка F имеет координаты (). Пусть М — точка плоскости с координатами (х, у). Обозначим через r расстояние от М до F, а через d — расстояние от М до директрисы (рис. 1.3). Согласно определении              параболы равенство	r = d     (1.12)                 является необходимым и достаточным условием расположения точки М на-данной параболе. 
рис 1.3

Так как


				(1.13)

(эта формула верна лишь для точек с неотрицательными абсциссами х. Для точек с отрицательными абсциссами, как легко видеть, выполняется соотношение г > d, и поэтому такие точки можно исключить из рассмотрения) то, согласно (1.12), соотношение


 				(1.14)

представляет собой необходимое и достаточное условие расположения точки М с координатами х и у на данной параболе. Поэтому соотношение (1.14) можно рассматривать как уравнение параболы. Путем стандартного приема «уничтожения радикалов» это уравнение приводится к виду


					(1.15)

Убедимся в том, что уравнение (6.15), полученное путем алгебраических преобразований уравнения (1.14), не приобрело новых корней. Для этого достаточно доказать, что для каждой точки М, координаты х и у которой удовлетворяют уравнению (1.15), величины r и d равны   (выполнено соотношение   (1.12)).




Из соотношения (1.15) вытекает, что абсциссы х рассматриваемых точек неотрицательны, т. е. . Для точек с неотрицательными абсциссами . Найдем теперь выражение для расстояния r от точки М до F. Подставляя у2 из выражения (1.15)   в  правую  часть  выражения  для  r (1.13)   и  учитывая, что , найдем, что  . Таким образом, для рассматриваемых точек r = d, т. е. они располагаются на параболе.
Уравнение (1.15) называется каноническим уравнением параболы. Величина р называется параметром параболы.





Пример 1.1. Установить вид кривой второго порядка, заданной уравнением .
Решение: Предложенное уравнение определяет эллипс . Действительно, проделаем следующие преобразования:


Получилось каноническое уравнение эллипса с центром в  и полуосями  и .
 
Пример 1.2. Установить вид кривой второго порядка, заданной уравнением  x2+ 10х - 2у + 11 = 0.
Решение: Указанное уравнение определяет параболу (С = 0). Действительно,

.
Получилось каноническое уравнение параболы с вершиной в точке   и . 

2. Инварианты уравнений линий второго порядка.

Назовем инвариантом уравнения (1) линии второго порядка относительно преобразований декартовой системы координат такую функцию f(a11, a12, ..., а33) от коэффициентов аin этого уравнения, значения которой не меняются при переходе к новой декартовой прямоугольной системе координат. Таким образом, если f(a11, a12, ..., а33) инвариант и а’ij - коэффициенты уравнения линии второго порядка в новой системе декартовых координат, то

f(a11, a12, ..., а33)= f(a’11, a’12, ..., а’33)

Теорема: Величины 

 		(2.1)

являются инвариантами уравнения (1) линии второго порядка относительно преобразований декартовой системы координат.

Доказательство. 

Очевидно, инвариантность величин   достаточно доказать отдельно для параллельного переноса системы координат и для поворота



Рассмотрим сначала параллельный перенос системы координат. При этом преобразовании координат коэффициенты группы старших членов не изменяются. Поэтому не изменяются и величины . Займемся величиной . В новой системе координат О'х'у' величина  равна

					(2.2)

Вычитая из последней строки этого определителя первую строку, умноженную на х0, и вторую, умноженную на у0 (х0 и у0 — координаты нового начала О'), и используя при этом выражения для а’13 и а’23 из формул параллельного переноса
		(2.3)
где 
найдем, что этот определитель равен:






Если теперь вычесть из последнего столбца полученного определителя первый столбец, умноженный на х0, и второй, умноженный на yо, и использовать при этом выражения для а'13 и а'23 из формул (2.3), то в результате получится определитель, стоящий в правой части выражения для  в формулах (2.1). Итак, инвариантность  при параллельном переносе системы координат доказана.
Рассмотрим теперь поворот декартовой системы координат. При этом преобразовании коэффициенты а’ij уравнения линии L в новой системе связаны с коэффициентами аij уравнения этой линии в старой системе с помощью формул 

			(2.4) 


Докажем теперь инвариантность . Имеем, согласно (2.4):





Таким образом, инвариантность  доказана. Обратимся теперь к




Разлагая этот определитель по элементам последнего столбца, учитывая только что доказанную инвариантность , т. е. равенство



и  равенство а'33 = а33, получим


 		(2.5)

Согласно   формулам   (2.4)   первое слагаемое в правой части (2.5) может быть преобразовано следующим образом:

(2.6)

Совершенно аналогично получается равенство а'23

(2.7)

Из соотношений (2.6) — (2.7) получаем


 			(2.8)










Так как величины А, В, С, углы  не зависят от угла  (эго вытекает из инвариантности ), то из (2.8) следует, что  так же не зависит от угла , т. е. при любом значении  имеет одно и то же значение. Но а'ij = аij при =0, и поэтому  .Таким образом, инвариантность  также установлена. Теорема доказана.




3. Определение вида линий второго порядка по инвариантам ее уравнения.

Введем следующие обозначения:
                   
 Тогда
	№
	Название линии
	Признаки
	Наличие центра

	
	
	типа
	класса
	

	1
	эллипс
	
	
	точка

	2
	мнимый эллипс
	
	
	

	3
	точка
	
	
	

	4
	гипербола
	
	
	

	5
	2 пересекающиеся прямые
	
	
	

	6
	Парабола
	
	
	центра нет

	7
	2 параллельные. прямые
	
	, ,

	бесконечно много центров

	8
	2 мнимые параллельные прямые
	
	, ,

	

	9
	2 совпадающие прямые
	
	, ,
	


[bookmark: _Toc28246434]
Пример 3.1: Определение зависимости типа данной кривой (3.1) от параметра b с помощью инвариантов

    		 (3.1)
Для уравнения кривой второго порядка (3.1) имеем:

Вычислим инварианты кривой
.
.
.
В соответствии с классификацией кривых второго порядка:
Если I2 = 0, то уравнение (3.1) определяет кривую параболического типа. 
Но I2 = -306-11b , следовательно, если , то уравнение (1) определяет кривую параболического типа. 
Но при этом , следовательно, если , то уравнение (1) определяет параболу.
Если I2¹ = 0, то данная кривая – центральная. Следовательно, при  данная кривая – центральная.
Если I2 > 0, то уравнение (1) определяет кривую эллиптического типа. Следовательно, если , то данная кривая есть кривая эллиптического типа. Но при этом I1I3 = (1-b)(4885b-306) < 0, и в соответствии с признаками кривых второго порядка (I2 > 0, I1I3 < 0) получим, что если , то уравнение (1) определяет эллипс.
Если I2 < 0, то уравнение (1) определяет кривую гиперболического типа. Следовательно, если , то уравнение (1) определяет кривую гиперболического типа.
Если I2 < 0 и I3 = 0, то уравнение (1) определяет две пересекающиеся прямые. Получим:

Следовательно, если , то уравнение (1) определяет две пересекающиеся прямые.
Если I2 < 0 и I3¹ 0, то данная кривая – гипербола. Но I3¹ 0 при всех  за исключением точки . Следовательно, если , то уравнение (1) определяет гиперболу. Используя полученные результаты, построим  таблицу:

	Значение парамет-ра b
	
	
	
	
	

	Тип кривой
	Эллипс
	Парабола
	Гипербола
	Две пересекающиеся прямые
	Гипербола



4. Линии второго порядка на аффинной плоскости. Теорема единственности.












5. Центры линий второго порядка.

Центром некоторой линии называется такая точка плоскости, по отношению к которой точки этой линии расположены симметрично парами. Линии второго порядка, обладающие единственным центром, называются центральными.
Точка S (х0; уа) является центром линии, определяемой уравнением (1*) в том и только в том случае, когда её координаты удовлетворяют уравнениям:


   				(5.1)


Обозначим через  определитель этой системы:


.


Величина  составляется   из  коэффициентов   при   старших   членах   уравнения (1*) и называется дискриминантом старших членов этого уравнения.

Если  0, то система (5.1) является совместной и определённой, т. е. имеет решение и притом единственное. В этом случае координаты центра могут быть определены по формулам:



      


Неравенство 0 служит признаком центральной линии второго порядка.
Если S (х0 , у0) — центр линии второго порядка, то в результате преобразования координат по формулам



    

(что соответствует переносу начала координат в центр линии) её уравнение примет вид


,


где А, В, С — те же, что в данном уравнении (1*), а определяется формулой





В случае  0 имеет место также следующая формула:



Где


.

Определитель  называется дискриминантом  левой  части общего уравнения второй степени.


6. Асимптоты и диаметры линий второго порядка.
Асимптоты.
(от греч. слов: α, συν, πίπτω) — несовпадающая. Под асимптотой подразумевается такая линия, которая, будучи неопределенно продолжена, приближается к данной кривой линии или к некоторой ее части так, что расстояние между обеими линиями делается менее всякой данной величины; иначе говоря, А. касается данной кривой линии на бесконечном расстоянии от начала координат. Всякая другая линия, параллельная А., хотя и приближается непрестанно к кривой, однако, не может быть названа в свою очередь А., так как расстояние ее от кривой не может быть уменьшено по произволению. Таким образом, число А. для каждой кривой вполне ограничено. С тех пор как греческие геометры стали исследовать свойство кривых линий, образующихся на поверхности конуса от пересечения его плоскостью, стало известным, что ветви гиперболы, будучи неопределенно продолжены, непрестанно сближаются с двумя прямыми линиями, исходящими из центра гиперболы и одинаково наклоненными к ее оси. Эти прямые, о которых упоминает уже Архимед, были еще в древности названы А. и сохранили свое название и по настоящее время. Впоследствии Ньютон показал, что существуют криволинейные А. не только в кривых трансцендентных, но даже в алгебраических, начиная с 3 порядка последних. Действительно, ныне различают А. прямолинейные и криволинейные; но обыкновенно прямолинейной А. присваивают название Асимп., называя криволинейную — асимптотическою кривою. Основываясь на вышеприведенном определении, что прямолинейная А. есть касательная к кривой в точке, бесконечно удаленной от начала координат, легко найти уравнение А. данной кривой. В самом деле, пусть y = f(x) есть уравнение кривой линии; уравнение касательной ее в точке, определенной координатами х и у, будет, как известно, У— у = dy/dx(Х — х) или Y = (dy/dx)Х + у — x(dy/dx). Чтобы перейти от касательной к А., стоит сделать одно из следующих предположений: 1) x и y = ±∞, 2) х = ±∞, а у = конечному числу и 3) у = +∞, а х = конечному числу, так как этими предположениями мы выражаем, что точка касания находится на бесконечном расстоянии от начала координат. Так, для гиперболы, определяемой уравнением (x2/a2) — (y2/b2) = 1 находим Y = ±(b/a)∙[x/√(x2 — a2)]∙X ± [ab/√(x2 — a2)]. Полагая х = ∞, найдем ±(b/a) — [x//√(x2 — a2)] = ±(b/a)∙[1/√(1 — a2/ x2)] = ±(b/a), и ±[ab//√(x2 — a2)] = 0; следовательно, уравнение А. рассматриваемой гиперболы будет У = ±(b/a)Х или, что все равно, Y = +(b/a)X и Y = -(b/a)X; последние два уравнения показывают, что гипербола имеет две А. Можно также определить А. следующим образом. Пусть будет У А. = Х + В уравнение А., не параллельной оси у. Ордината у кривой, соответствующая абсциссе x, для весьма больших величин сей абсциссы будет очень мало разниться от ординаты У а-ты, так что можно ее принять у = Ах + В ± ε, подразумевая под ε количество, уничтожающееся вместе с 1/x. Итак, полагая x = ∞, найдем пред. (Y/X) = пред. 

и пред. (у — Ах) = пред. (В ± ε) = В. Следовательно, для определения постоянного количества стоит только в уравнении кривой положить Y/X = q или y = xq и сыскать предел, к которому стремится q для бесконечно больших значений х. Величина В определится, если в уравнении кривой примем у — Ах = ν, или у = Ах + ν. Изменив х на у и наоборот и рассуждая так же, как и выше, найдем А., не параллельные оси х. Так, например, уравнение рассмотренной нами гиперболы через подстановку qx вместо у дает a2/x2 — q2x2/b2 = 1 или q2 = b2/a2 — b2/x2; полагая х = ∞, найдем q2 = b2/a2, или q = ±(b/a)A. Полагая в том же уравнении y = Ax + ν = +(b/a)x + ν, получим x2/a2 — [(±x(b/a) + ν)2/b2] = 1, или ν = ±(b/a)∙[√(x2 — a2) — x], где, полагая x = ∞, получим ν = 0 = B; следовательно, уравнение А. предложенной гиперболы будет, как и выше, Y = +(b/a)X, что и требовалось доказать. Бесчисленное множество кривых имеет А.; укажем, кроме упомянутой уже гиперболы, следующие кривые, имеющие А.: конхоида, логарифмическая линия, циссоида, декартов лист и др. Чертежи I, II и III представляют (см.) примеры а-ты: линии KL и MN служат (черт. I) асимптотами нормальной равносторонней гиперболы, получающейся от пересечения поверхности конуса плоскостью, — пересекающимися в точке О, начала координат, под прямыми углами;
линии AF и AG (черт. II) изображают А. частей СВ и CED так называемой пересечной гиперболы.
Змиевидная гипербола DBE (черт. III) имеет асимптотой линию АС.





Диаметры.

В курсе аналитической геометрии доказывается, что середины параллельных хорд линии второго порядка лежат на одной прямой. Эта прямая называется диаметром линии второго порядка. Диаметр, делящий пополам какую-нибудь хорду (а значит, и все параллельные ей), называется сопряжённым этой хорде (и всем хордам, которые ей параллельны). Все диаметры эллипса и гиперболы проходят через центр. 

Если эллипс задан уравнением


					 (6.1)

то его диаметр, сопряжённый хордам  с угловым  коэффициентом k, определяется уравнением:


		    			(6.2)

	Если гипербола задана уравнением 


 					 (6.3)

то её диаметр, сопряжённый хордам с  угловым коэффициентом k, определяется уравнением:


					(6.4)

Все диаметры параболы параллельны её оси. 
Если парабола задана уравнением 

y2 = 2px 					(6.5)

то её диаметр, сопряжённый хордам с угловым   коэффициентом k, определяется уравнением 


 					(6.6)

Если один из двух диаметров эллипса или гиперболы делит пополам хорды, параллельные другому, то второй диаметр делит пополам хорды, параллельные первому. Такие два диаметра называются взаимно сопряжёнными.
Если k и k' — угловые коэффициенты двух взаимно сопряжённых диаметров эллипса (6.1), то 


 					(6.7)

Если k и k' — угловые коэффициенты двух взаимно сопряжённых диаметров гиперболы (6.3), то


					(6.8)

Соотношения (6.7) и (6.8) называются условиями  сопряжённости диаметров  соответственно для эллипса и для гиперболы. Диаметр линии второго порядка, перпендикулярный к сопряжённым хордам, называется главным.

7. Привидение уравнений линий второго порядка к простейшему.

Упрощение общего уравнения кривой второго порядка



Задача упрощения уравнения  или состоит в том, чтобы в преобразованном уравнении были устранены: 
1) член, содержащий произведение текущих координат, 
2) члены, содержащие первые степени двух координат или, по крайней мере, одной из них.

В том случае, когда уравнение линии второго порядка содержит произведение текущих координат, упрощение его следует начинать с поворота осей без изменения начала координат и надлежащим выбором угла поворота добиться того, чтобы из преобразованного уравнения был устранен член, содержащий произведение текущих координат. Преобразование координат в этом случае будем вести по формулам

				(7.1)

Если после устранения из преобразованного уравнения члена с произведением текущих координат в нем останутся члены с первыми степенями текущих координат, то последующим параллельным переносом осей можно, как это было показано, привести уравнение к каноническому виду.

Координатную систему, полученную в результате поворота первоначальной системы координат, будем обозначать через x1Oy1, а систему координат, полученную от параллельного переноса координатной системы x1Oy1, - через x2O1y2 (см. рис. 7.1)


Рисунок 7.1


Упрощение уравнения центральной линии второго порядка




Дано уравнение , определяющее центральную линию второго порядка ( = АС — В2  0). Перенося начало координат в центр S (х0; у0) этой линии и преобразуя уравнение по формулам:





получим;


				 (7.2)


Для вычисления  можно пользоваться формулой:





Или 

Дальнейшее упрощение уравнения (7.2) достигается при помощи преобразования координат


				(7.3)

соответствующего повороту осей на угол α. 
Если угол α выбран так, что:


  				(7.4)

то в новых координатах уравнение линии примет вид


					 (7.5)


где   .







Замечание. Уравнение (7.4) позволяет определить , тогда как в формулах (3) участвуют и . Зная , можно найти  и  по формулам тригонометрии



        

Между коэффициентами уравнений (1*) и (7.5) существуют важные соотношения:




,

которые позволяют определить коэффициенты А' и С', не проводя преобразования координат.



Уравнение второй степени называется эллиптическим, если  > 0, гиперболическим, если  < 0, и параболическим, если  = 0.
Уравнение центральной линии может быть только эллиптическим, или гиперболическим.
Каждое эллиптическое уравнение является уравнением либо обыкновенного эллипса, либо вырожденного эллипса (т. е. определяет единственную точку), либо мнимого эллипса (в этом случае уравнение не определяет никакого геометрического образа).
Каждое гиперболическое уравнение определяет либо обыкновенную гиперболу, либо вырожденную гиперболу (т. е. пару пересекающихся прямых).


Упрощение параболического уравнения.



Пусть уравнение  является параболическим, т. е. удовлетворяет условию .




В этом случае линия, определяемая уравнением , либо не имеет центра, либо имеет бесконечно много центров. Упрощение параболического уравнения целесообразно начать с поворота координатных осей, т. е. сначала преобразовать уравнение  при помощи формул                                  (7.6)
  			




Угол  следует найти из уравнения                          (7.7) тогда в новых координатах уравнение   приводится либо к виду                                           (7.8)


где , либо к виду                                             (7.9)

где .

Дальнейшее упрощение уравнений (7.8) и (7.9) достигается путём параллельного перенесения (повёрнутых) осей.
8. Главные направления и диаметры линий второго порядка.
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Jlemma Jas woboii xeadpuru cyusecmayen adurnas cu-
cmea xoopduram, ¢ womopoii ona uscem 0duo ua cacdyouyus
ypacnenuii:

AP NEPECERMOUULCA MIUMDLE NPAMDLT
. zunepGona;

. napa nepeceranouyy
napatoaa;

0, napa napateabunE npANDLT;

8) y* + 1 =0, Napa MHUMME NAPAAACALIDLE NPAMUT;
9) y* =0, napa cosnadarousur npasw.

A TPAMMT;

oxazameancmeo. Bepes KAHOUIMCCKOC YPABNCHIC 1 pacTsriba-
P




image98.png
Teopema xeadpuru adipunno sxeusatenmus mozda u
‘moavko mozda, wozda onu umerom odunaroawe nazeanus.

Hoxazameancmeo. Tho esae, AHATONIAIO TOPEME 0 METPHHICCKOft
KiaccuuKALIIL, NOTYHACM, YTO KBAAPHKN OIHOFO Hasmamist ac-
o sxunpaentib.

OBpatito, AOKaKeM, HTO KBAIPHKI ¢ PAVIIHEINI HAIBANSMI
adbuino nesKenBATCNTIb.

KOMMK HMKAKHC TPH TOUKH He JIEKAT HA OAHOM NPAMOIL, B
OTIINIC OT OCTATLIbIX KBAPHK.

Tockoiy npit addubx TPeodpal0BAIIX COXPANSETCst ye-
JIOBIC ICITA TOHCK NEPECCHCIIA  ACTCIIS B AAIIONM OTHOMICHH,
10 LEHTP NEPEXOINT B LCHTP, & ACHMITOTHICCKO HATPABACHIE —
B acHMmTOTIeCKOE.

Tax kK y napaboLl HET UCHTA, & ¥ HLIMNCA 1 THICPOOE —
eCTh, IpUYeM y JILIUICA HET ACHMITOTHYCCKHX HANpABICHUH, a y
runepGonst — cct, 1o nne, runepbota u napadona adduuno
HeKBUBATCITHLL

Tlaphi NPAMBIX PASIMHAIOTCA [COMCTPUNECKIL

Hakotiett, y MHHMOFO SLTHICA HOT ACHMITOTUNCCKIX HANPARIC-
i, Ay NAPBI MIHMBIX IAPATLICILHBIX IPSMBIX — CCTD.





image99.png
Cutepernue Joe. codeparcamevnme xpucwie nepecodames
pye @ dpyea usomempuecrus npeolpazoaanues mozda u moavko
‘mozda, %0zda onu umerom odunarowe KanoNUNCCKUC YpaaneNuL.

Jae codeporcamenwnme xpuawe nepeaodamea dpye o dpyea af-
runnsin npeoBpasocanuet mozda u moavro mozda, woeda onu wse-
10m odunaroswe nazaanus.

IList oupeaeaenz naspaiwn (1una) KBaPHKI PUMCHAIOT Me-
ron JIarpaH>KA BLLICCII NOTHbIX KBAAPATOR.

[pumep Oupeemurs T Kpusoit
2% —dzy +6y% + 22 + 4y — 10 =0,

Pewienue: TlpeoGpasyes ypasheiie, nuiieiss nonubiii knajpa

(r=2y+1)* 4 +4y — 1+ 6> + 4y —10=0,

(z—2y+1)*+22+8y—11=0,





image100.png
(x—2y+1)°+(V2Zy +2v2)* -8 - 11
) B
(z— Yy +1)2+ Vay +2V2
V19 V19
@2+ )P -1=0.
Tasinn 06paton, THI KPHBOF — SHNC. 3AMETIA, 1O NDH Ta-

KOl IPOLEAYDE BCEra MOy AT NPeOGPAIOBANIE C TPeYTObHON

MATDHLUCH C HEHYICROl AMATOUAILIO, & CICAOBATEILHO — HCBIPO-
P





image101.png
Teopembl eJMHCTBEHHOCTH /IS KPUBBIX BTOPOro 10—
psika. Hanouiun, 1o kpaapika — 510 aireGpairieckoe ypasiic-
HHe BTOPOIO NOPAIKA € TOMHOCTBIO 10 YMHOMKCHUs HA HCHyIeBol
snoiretn. JlONyCKas BOBHOCTS Perit, bt Gy 10 HAIbIBAT Kia-
JIPHKOIT 1 COOTBETCTBYIONLYIO KPHBYIO PLICHHil 9T0r0 ypaBHeHis.

Teopena Cyuseemayem u eduncmaenna woadpura, npox
dsugan wepes daniwe pazaue namy mover, wuraKue wemmpe s
Komopwa e aexcam na 0dnoti npasot.

oxazameavemeo. Tyers Py(ri, i), i = 1,....5, — tu 1o
HeKOTOPOIt NPAMOYTOILIIOf CuCTene KoopaT. Lt Haxox eiis
KOSUIICHTOR yPABICIILS UCKOMOI KBAIPUKI BOJMMKACT CHCTe-
M@ 3 5 neliubix ypasuenuii:

ana? + 2a122iyi + azy? + 212 + 2a2y; + ao = 0,

OT 6 HEH3BECTHELX ¢ TOHOCTBIO 10 YMHOAKCHI A HeHyenofi Mo~
srrenn. Takas cicrena neeraa mveer pewenie. OHO OANOMATHO
€ TOMHOCTHIO 210 YMHOAKCHIS 1A HCHY.ICRO! MHOAMTCIID, CCI ypan-
newnst mneiino nesanneiyn, Jonyeriy nporupnoe. Hyern, nanpi-
Mep, 1AT0C YPABHCIHHE ABAACTCH AMNCHNON KOMOHIAINCH HepBLX

HTBIEX, TAK 10 1100as KBAAPIKA, MpoXOas Hepes Py, .., Py,
npoxoaut 1 epes Py. Pacesotpus apa cyvas.
1: Tpu rouxu 3 P, ..., Py, nanpusiep, Py, Py, Py aexar ua oa-

ol upsoit, Kotopyio oGosuat | (pite. 5.1).
Iposeiest npsyio m, coepramyio Py 1 e coaepayio Py
Tak Kax 4 TOUKI e JCHKAT 1A OAHOM NPANOL, T0 m £ | wm UL —
Knaapika, ne cosepamas Py, Iporusopesc.
2: Huxaxue tpu 1ouki 13 Py, Py 1ie iexat na oanoft npaviofi.
Toraa onpeseienst se kpaspukit: gy = (PP) U (PoPy)  gs :
(P,Py) U (P,Py) (puc. 52).
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Puc. 5.1 Puc. 5.2

To npeanonoxenuio, Ps € g1, Ps € g2. Ho nepecesenne gy N gz
pasno {Py, Py, Py, P;}. Hporunopeuse.
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image156.png
Teopema Ecau nenycmas xpucas 6mopozo nopadwa umeen
cduncmaenii yenmp, m. e. § # 0, mo duasemp, conpaocennmii
neacusmmomuscexomy nanpacaenuo (a, 3), uscem nanpacaenuc
(a*,8%), mawoice avasoueeca neacusnmomunecrus. pu smoxt
Quamemp, conpancennmii nanpacaenuwo (a*,3%), wmeem nanpac-
aenue (o, B).

oxazameavcmeo. Conpsiwenniii x (a, ) Anaserp mie
nene

ypan-

(a1 + aray + a1) + Blarat + any + a
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Hanpassenue (u, v) npsmoii az+by+c = 0, Kak Mbi3HaCM, A0TKHO
OByt 0AOpOIYIO HaCTh: au + by = 0. B names cryae:

alaja® +a;28%) + Blajpa” +anf’) .3)4( ) =0. (81)

erue. To-

Hpeanonosiny, uto (a*, §) — acinroruicekoe nanpay
i

a* (ana” +a128") +8° (a120” +anaf’) = 0.
—_
v W
Buiecre ¢ (8.1) noiyuae ci
aV AW = 0,
'V 4 BW 0.

Eenn Vo W e ofpamaiores oanospesienio 1 nos, 1o (a, 8) 1
(a*,8*) kommmeapib, B uactioern, (a*, 8*) neacumrotiieckoe
(1wt (, 3) acunromitieckoe) — nporumopedite (e roBops 0 ToM,
{10 1O FCOMETPHHCCKIIM COOBPAACIIAN OIll HE MOTYT GLrTh KO-
sumeapis). Buasu, V= W = 0, 1. c.

ana” +apft = 0
aza” +ang’ = 0.

Ho 6 # 0, 1 9Ta CHCTeMA HMCET TONLKO TPHBUAILHOR pelene a®
B = 0, 410 e MOAKCT GITh HAIPABASION BOKTOPOM AUANMCTDA.

Bropast 4ACTH TCOPESEI IOy HACTES 13 YCAOBHS CONPAACHHOCTI
(8.1) nyTem TPANCHONHPOBAIIUA.

Cueacrsue Jan wpusoti ¢ edunemaennat uenmpos aro-
603 NPAMAA NEACUMNIMOMUNECRO20 NANPAGACHUA, NPOTOOANLaL e~
pes yenmp, acazemea duasempost

oxazameavcmeo, Ita npamas — AMaveTp, conpsKemubii K ia-
HPABICHIO CONPHKCIHONO MHAMCTA.
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Onpezenenue pa anamerpa KPUBOIt € CAUHCTBCHHBIM UeH-
TPOM, AC/ALE NONOAM XOPAbI, NAPALICIBHLIC APYTOMY AUAMET-
DY, HAGLBAIOTCs Conpadicennta duariempas

Onpesenenie Jlpa nanpasaenus (o, 8) u (0, 8) nasi-
BAIOTCS CONPAINCENNUMU NANPAGAENUAMU (OTHOCHTEABHO AAHHON
KPHBOI), CCIH OHI Y J0BACTROPSIOT ypasnennio (8.1).
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image159.png
Bameuarne 3 10KA3AIHOIO ACHO, YTO CONPSKEHIbIC 1A~
MCTPBI BCr 1A HMEIOT conpseiLc nanpaniciis. OBpaTioe, no-
0B1Ie TOBOPS, HEBEPHO,

Eeau wpucas asasemes napaboaoii, m. . § = 0,
ce ce duasiempu umeom acusmmomuneexoe nanpa-

Hoxazameavcmo. Pacesorpiy nanpassenne (a, 3). Toraa conpsi-
ke auaverp Gyzer myers nanpagaenue (a*, 3*), yiomierno-
patomce

a*(ana + a128) + 8" (ana + azf)
OTKY A, € TOUHOCTLIO 10 MHOKI

0,

o' = —(apa+anf), B =ana+ans.
Icest (nockombiy 8 = 0):
ana’ +apft = —66=0, o
ana® +anf* sa =0, 8

an(a’)? + 220" ° + ax(8")* = 0,
. HANpABICIIC ACIITOTITCCKOC.





image160.png
Tiabnble quamerpsl u ocu cummerpum. B srom napa-
rpace cieTesa KOOpAMIAT MpeATIOAAraCTCs npsMOyTOHOit, ITyes
1 — ocb cusamempuu coaepRatebuoll Kpusoit BToporo nopsa I')
. e. T meere ¢ uoboit touxoit P coteprut u P/, cusisierpiriiyio
P omocnreio L.

Bossosibi wa ciysas:

Mepesiii cnywaii: nepneruikyspioe k | nanpagaenue snseres
aciumonmieckin. Eean y T ner rouex sie l, 1o T = 1. Benu se ra-
Kast TO4Ka P UMeeTCH, T0 CHMMeTDUHAs efi OTHOCHTE/LHO | TouKa





image161.png
P' raoke npumagnescur T. Tockonsky nanpasnesse PP — acuy-
mromseckoe, 70 1 pes mpmas (PP') aomksa cogeprarsea s T.
Hrax, T 5 10w cysae pacnanace 1a (PP') i HKOTODYIO psyio
1, KOTODAs TAKGK® /IOTKHA, GHITS CHMMETDUHON OTHOCHTETLHG L.
Boswonaust tpu crysas: m = (PP'), ml|(PP') u m = L. Urax, ec-
1M 07112 W3 OCe CHMMETPHH TICPICHIMKYIADHA ACHMIITOTHHYECKOMY
HATDARJIGHEIG, 70 BOSMONCHEL CAGTYIOIIHE BAPUAHTLL:





image162.png
(1) I' — cosnasume npsisie. OCbIo cMMETpii MoKeT Gbirh
cama I1a npAMAs 1 JH00As PAMast, eif HePICH Ky IAPHAs.

(2) T — napanaensinie npaysie. Toria ocbio cuseTpiit Ao-
IKeT GLITh PABIOY AAICHIAs OT HIIX NpAMAs 1 OGS Npsi-
Mast, eff nepren Ky spas,

(3) T — nepnenuyaspusie npassie. Hacerea wersipe ocit
cuerpiut (npaMsic it BHCCOKTPHCH YTIOR)

Bropoit crywai: neprenAuky:pioe K | HATpaBienie anseres
v ——

Onpesenenie Heacusmrorireckoe nanpasaenie, nepreii-
JWKYIADHOC. CONPSIKEHIONY MY JMAMCTDY HASHIBACTC 206NN
anpacacnuest kpuvoit T, a qwaxerp uassinactes zaaaima dua-
Mempos.




image163.png
Teopena Taaanuii duasemp soanemes ocvio cussempuu
pucoti . Opamno, das codeporcamensnr xpucw 6mopozo no-
Ppada, omawu om napu naparacavIE, coenadarougus uau nep-
nenduRyAspHNE AT (. €. NOAYNUGUINTCA 6 nepaos cayuac),
och cusmaempuu agasemes zaagna duasmempost.

Jowasameavcmao. B stox
TePIICH Ky IAPHLIX XOpA, 1

O6paTHO, 1O PACCYHKACHIO PO NEPBLL Cy4all, Mbl HCKIIOMH-
S Te Cly AN, KOFAA OCh CHMMCTDIH MOAKCT GbTh NCpICHAMKY-
Jspia_ acmnToTIeckoMy nanpaneimo. T103ToMy neprerky-
aspioe ocn manpanzenie — ueacumroriieckoe. Kax och cini-

IyHAC AMAMETD COCTONT U3 Cepeui
€. ABIACTCS OCHIO CHAMMETHIL

MCTDHI, Ola JCANT XOD/bl TON0 HANDANICHHs MONONAN, I TAKHA
OGPAOM, HBIACTCH MANCTPOM, & B CILITY TICPICH K IAPHOCTH —

UIABHBI,

Onpeenenie Cobemaennma sexmopost sarpiisa Q, otne
HAIOLAM COBEMEENNOMY INGUENUIO X HATBIBALTCSA TAKOM HEHYACBON




image164.png
sextop (a, 3), uro

o a
=\ .
Q ( ] ) 8
JoGCTBeIIIbe SHASCHIA MATPUI Q YIOMICTROAIOT TapaKmepU-

cmuveckoamy ypasuenuo

det(Q — AE) = 0.
Jlefierpirebiio, nepenuest:

@ (3)-(1)

Jra cucresta meer nenysesoe pewenie (a, 3). Lz vroro onpeae-
JTes ee noKeH pasuaTes nymo: det(Q — AE) = xo(A) = 0.





image165.png
Teopema Bexmop (o, B) sadaem zaasnoe nanpasaenue xpu-
aoii, mozda u moavwo mozda, xozda on seanemea cobcmaen-
sl GeRmopost mampuy

Q= o
an an )’
OMGENAIOUM NENYACGOMY COBCTIGENNOMY SHANENWIO, M. C. NENY-

A€6OMY KopNIo ypacuenus

det(Q — AE) =

—SA+4=0.




image166.png
Joxazameavemoo. Tlyers (a, ) — raasuoe nanpanaenne. Toraa
YPABIICHIE COOTBOTCTRYIONETO CONPAAKCHIONO AHAMCTpA

alay e + apy + ay) + Blape + any + az) =0,

HpIteM ero HopMath 1 110 yeronmo koummeapna (a, 8), 1. .

(mmarmr)=a(g):
o\ fa
o(5)=2(3):

ne. (@, B) sAwasercs cobetnenbi BekTopost. Paccorpis cootser-
crmyionutit kopers A. Ecai A = 0, 10 cucresa nepeniuercs n s

ana+apf = 0 a +
apatand = 0| 8

i





image167.png
ai1a® + 2a12a8 + anf? = 0,
. e. (@, ) — acuymroTIICCKOC HATpABACHIC.
10, ecau A # 0, 10

aa+a
apa+a;

4110 + 201208 + af = Xa® + 82) # 0.
‘Takinyt 0B6paTost, HANPABICIIE, ONPEACIACMOE COBCTRCHHBIM BCKTO-
pou Q, orneuaomin A # 0, HCACHIITOTINCCKOC, & CACIOBATC-
110, LiaBiOe, TaK KaK yCi0Bie Komtmeaphoct (a, 3) u HopMAIM K
CONPSKCIIOMY AMANCTDY, KAK MbI IOKATAIIM, SKBUBANCHTIIb YCI0-

@ (5)=(9).

ey
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