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¢"£ �������)¤;¥§¦¨� ¢�© �Z¦Qª�� ¢ ¥	«������¬¥®"¯	� £�°²±´³�©�± ¤;�¥ ¢ � £�° «�¥¬�§�µ«�¥¬� ± ¤ ±

��¶�·�¸º¹»��¼G½A¾5¹¬¿
¤;¥§� ¢�±!¢ ¥¬�e¦ ± ��À ÁÂ«�¥¬�µÀ#�#¥»ª�¤

� £�ÃÄ£µÅ)± �OÆQÀÈÇAÀ
³�©�£ ¦¨��É»É £�© ¤;¥§¦¨� ¢�© �`�§� £�© �»� ±�Ê ��É»¤ £�°ËÃ»±!¢�©�£ ¥¬Ì ©�£ «��ÎÍ;¥§� ± ¤ ±ËÏÑÐ ¸=¿

¢"£ ¤�� £�© ¦ ± ��À ÁÂ«�¥¬�µÀ#�#¥»ª�¤
Ò�¥¬� ±�Ó ��Ô)ÇAÀÖÕ×À

Ø)Ù"ÚvÛvÜvÜvÛvÝ.Þ�Ù�ßáà_âµã+âMävåhÞ"æ�ç6Ü�è!Ù�ß+é+âµê_â

ë ± ÉÎ#�������J��«��»� £»¢ �¡À�ë¡¥§ÉÄ�	¯)ìíìîÀ"Ç�� Ê�± ÉÎ ± �§�Ä"¯	���J�×«��»� £�¢ �3 ± ��� ° � £�° ¥® Ã �»ï¬Á
© �¡ �¸ Ê �»ï�� £ � ³�£ É £ ï ± ��À�ð�� £ ÉÄ� £ Ô®Áñ�#¥µÁóò £ �;ª�¿"ô§õ	õ	ö�À ð�÷	ø¬É	À

Ç ³�£ É £ ï ±�±e± �»�¥ Ã ¥§ù=�	Éûú Ê�± ÉÎ#�������J�¡«��»� £�¢ � © ��ü×��� ± ú_É ± ÉÄ�§�µ«- ± ��� ° ����Í�¥®�Á
Ã �»ï © ¥ ±�Ê ��É»¤ ± Í�ª © ¥§Ô	����� ±�° À"ý�� £�© �»� ±�Ê ��É»¤ ±�° «�¥¬�§� ©�± ¥® ± �"ùAÉÄ� ©�±�© ª��»�	Éûú ©�± ÉÎª��!Á
¤;¥	« ± ¿ ¢ �úþ����¤ £ � £�© ��Í6«��»� £�¢"£ Ô ³�©�± Ô £�¢ ú��	Éîú6¥® ÃÄ£�©�± ��«��¡¿ ± Í © �µ¥® ± �»ª�ù Óÿ± ��À�Ç
¤;¥ ÅC¢"£ « © ¥®� ¢ �Ä#� ³�© � ¢ �¥ Ã ¥§ù=�	Éûú�¤ £ ��� ©�£ "¯	���J�GÔ £�³�©�£ É»� ±_³�©�± «�� © � ¢ �ú�É�¥	« £ Á
ÉÄ� £ ú��§�Ä"¯	� £�°-© ¥¬ï £ �	�¡À�Ç ³�©�±  £µÅ ��� ±�±?³�©�± Ô £»¢ ú��	Éûú?����¤ £ � £�© �J�e�§� £�© �»� ±�Ê ��É»¤ ± �
É»Ô§� ¢ ��� ± ú.¿¤ £ � £�© �J� ± É ³�£ "¯¬�»ª�ù=�	Éîú Ô £ É»� £ Ô	� £ «R�§��¤!ÉÄ�§��À�� £ É £ ï ± � ³�© � ¢ �#¥®�µ�#¥µÁ
Ê ��� £þ¢ �ú ÉÄ�¬ª ¢ ����� £ Ô�«�¥¬�	�µ«�¥¬� ±�Ê ��É»¤ ± Í ±&± � Å ����� © ����Í É ³ ��� ± ¥®"¯	� £ ÉÄ�§� ° À��¨� £
« £µÅ �»��ï��J�	¯ ³�£ #�Ä�µ� £e¢ �úþü ±�©�£ ¤ £�ÃÄ£ ¤ © ª Ã ¥ Ê�± �¬¥¬�§�Ä#� ° ¿ ± ���§� © ��ÉÎª�ù Óÿ± Í!ÉîúþÔ	��Á
Ê�± ÉÎ ± �§�Ä"¯	� £�° «�¥¬�§�µ«�¥¬� ± ¤ £�° À
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� ê��HÚvÛ�����Û���è��! "Ü��5è#"¡è$��Þ&%�� ß'�!(	è&)"æ�� *

+ åhè$��Þ$%�� ÚvÛ�����è�ÜvÜ�Þ,(	Þ²æ�è!ç-è�ÜvÛ.-/�	Û��0��è&"1��ÛvÜ�è$2vÜ��43+ß'�!(	è&)"æ�ß"ÛvÚ�è05
�	ÝvÛ.376�æ�ß�Ù"Ü�è�ÜvÛ�2 8
ô;À:9 ½ £�© «��`«�¥¬� ©�± � ± Ô§��¤�� £�©�£ Ô ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×À ;
ô;ÀÈô � £�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ�	¯ ³�©�± ï§ ±;Å ����� £�ÃÄ£Q© ��ü×��� ± ú�É ± ÉÄ�§�µ«�� ±G£ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#���!Á

� £ ÉÄ�	¯)«�¥¬� ©�± � À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×À 909
ô;À=< >Ë¥¬� ©�± ���]É ³ ��� ± ¥®"¯	� £�ÃÄ£ Ô ±!¢ ¥�À ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×À 9�ö
ô;À@? >��»� £�¢ � © ��ü×��� ± ú²Æ�AGÕ�¸ À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×À ô	ô
ô;ÀÈø Ç £�³�©�£ É»� ± ª ³�© ¥ Å ����� ± ú ¢ �úËÉ�¥	« £�³�©�£ Ô§� © ¤ ± À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×À ô	ô

B C Þ"ÚvÜ��EDF"¡è$��Þ$%�� æ�è!ç-è�ÜvÛ.- àHG#IKJ +'L
<�À:9 MON Á © ¥®�» £µÅ ��� ± �×«�¥¬� ©�± ��� ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×À ô	ø
<�ÀÈô >��»� £�¢ ¶;¥»ª�É»É�¥ À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×À <P9
<�À=< � © � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	���J�RQTS�UWV © ¥®�» £µÅ ��� ± úO«�¥¬� ©�± � À×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×À <X?

<�À=<�À:9 � © � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ± �¡Ô © ¥ Ó ��� ± úOQ ³�© � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ± �×¶ ± Ô§����É�¥�V À <X?
<�À=<�ÀÈô � © � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ± � £ � © ¥ Å ��� ± úYQ ³�© � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ± ú×¾¡¥»ª�ÉîÍ £ �Á

¢ � © ¥�V À×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×À <�÷
<�À@? � © � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	���J�×«��»� £�¢ � © ��ü×��� ± úOÆ�AGÕ�¸ ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×À <0;
<�ÀÈø >��»� £�¢ ¾ £ #��É»É»¤ £�ÃÄ£ Q «��»� £�¢ ¤�Ô�¥ ¢�© ¥¬��� £�ÃÄ£ ¤ £�© �;ú,V À×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×À ?!ô
<�À=Z Ç £�³�©�£ É»� ± ª ³�© ¥ Å ����� ± ú ¢ �úËÉ�¥	« £�³�©�£ Ô§� © ¤ ± À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×À ?0?

L éY��è�æ�ß\[vÛ�Þ"ÜvÜ��5èF"¡è$��Þ$%�� æ�è!ç-è�ÜvÛ.-3àHG#IKJ L 8
?#À:9 >��»� £�¢O³�©�£ ÉÄ� £�°´± �§� © ¥§� ±�± À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×À ?$;
?#ÀÈô >��»� £�¢^] ¤ £ ï ± À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×À ø_9
?#À=< >��»� £�¢a` � °!¢ �Ä�ú ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×À ø�<
?#À@? >��»� £�¢ �ZÉ ³ ª�É»¤!¥ ¢ �ú © ��ü×��� ±�± Æ�AGÕ�¸ À×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×À ø�Z

?#À@?#À:9 >��»� £�¢ ³�£ ¤ £	£�©	¢�± �#¥¬�	� £�ÃÄ£ É ³ ª�É»¤!¥�À À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×À ø	÷
?#À@?#ÀÈô >��»� £�¢ Ã»© ¥ ¢�± �����	� £�ÃÄ£ É ³ ª�É»¤;¥ ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×À ø�;



b

?#À@?#À=< >��»� £�¢ �#¥ ± É»¤ £�© � ° ü×� ÃÄ£5Ã»© ¥ ¢�± �����	� £�ÃÄ£ É ³ ª�É»¤;¥ À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ Z	õ
?#ÀÈø >��»� £�¢ � © �Ä�¥§¤!É�¥§� ±�± À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ ZP9
?#À=Z � © ¥§¤�� ±�Ê ��É»¤;¥®ú £ ������¤;¥ ³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ� ±´± �§� © ¥§� ±�£ ��� £�ÃÄ£ «��»� £�¢ ¥�À À Z0<
?#ÀÈ÷ Ç £�³�©�£ É»� ± ª ³�© ¥ Å ����� ± ú ¢ �úËÉ�¥	« £�³�©�£ Ô§� © ¤ ± À×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ Z�÷

* cËævÛO��Þ_d-è�ÜvÛ�è 8,e
ø;À õ�À:9 ½Q� £ ï�Í £�¢�± «��J�¨É»Ô§� ¢ ��� ± ú ± �¨ ± ��� ° � £�° ¥® Ã �»ï © � ± �§� £�©�±�±

«�¥¬� ©�± � ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ Z0;
ø;À õ�ÀÈô ¶ © ¥ ¢�± �����e¦Qª���¤�� ±�£ �#¥®�¥ À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ ÷_9
ø;À õ�À=< �Q�	Ô§�»���¨¿�ª�¤;¥®�®¥§� ± ú.¿ © ��ü×��� ± ú À×À×ÀÿÀ×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ×À×ÀÿÀ ÷	ô
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g è��! ËÙ,�HÚvÛ�����è�ÜvÛ�2�Ùihvæ�Þ"ÜvÛvÝvÜ�Þ�Ù�è�ÜvÛvÛ+ÙY�06j�k �ä�ß´Ü�è5Ùl[vÛ�m´æ�ß'3�â
g è��! -æ�ß,�	Ú�è$��Þ�Ù/n h�Þ"ÜvÛ�"¡ß"ÜvÛ�è�ävß+Ü�èËÚvÛ�����ß�â

o â�p�è&"q"¨ÛvÜ�(�â

r sutwv �Kx,yq��z��{yq|}� t ��~F�
z��
	 t ��yq���
�} t

Ç�� Ê�± ÉÎ ± �§�Ä"¯	���J�þ«��»� £�¢ � ¥® Ã �»ï © � ¢ ¥§Ô	� £ Ô £ ü� ± Ô Ê�± ÉÎ £+£ É»� £ Ô	����Í ± �!Á
ÉÄ� © ª�«������ £ Ô�¿ ± É ³�£ "¯¬�»ª��µ«���Í ³�©�±e± É»ÉÎ#� ¢"£ Ô�¥§� ± ú;Í)Ô © ¥®�» ±�Ê ����Í £ ï§�¥§ÉÄ�»ú;Í_«�¥¬�§�ÎÁ
«�¥¬� ± ¤ ±O± ��� ³�©�±  £�Å ��� ±�° À�·�� ± «J¿ ³�£ ÁñÔ ±!¢�± « £ «vª�¿ £ ï0��ú#É»�;ú��Ä��ÉîúËÉÎª Ó ��ÉÄ�	Ô £ Ô�¥§� ± �
«�� £�ÃÄ£�Ê�± ÉÎ#��������Í ³ ¥§¤��»� £ Ô�ÉÄ�¬¥§� ¢ ¥ © �	����Í ³�£�¢�³�©�£�Ã»© ¥	«�«�QóÆ���VÎ¿ © �µ¥® ± �»ª�ù Óÿ± Í
Ô	� Ê�± ÉÎ ± �§�Ä"¯	���J�r¥® ÃÄ£�©�± ��«��á¥® Ã �»ï © �¡ÀX�Qï�� Ê � £ �¬¥§¤ ± � ³�©�£�Ã»© ¥	«�«��+� Ó ¥¬�§�Ä"¯	� £
�§��ÉÄ� ±�©�£ Ô�¥§��� ±_¢ �ú�ï £ "¯	ü £�ÃÄ£ ¤;�¥§É»É�¥×�®¥ ¢ ¥ Ê Ì�¦¡¦¨��¤�� ± Ô	���¡¿#�µÀ ��À £ ï	��É ³ � Ê�± Ô�¥§ù=�
�®¥ ¢ ¥§���;ª�ùx� £�Ê � £ ÉÄ�	¯ © ¥§É Ê �»�¬¥�QMÉ�«JÀ ¿v�#¥ ³�©�± «�� © ¿ ³ ¥§¤��»�	�xì��F�kM ± M�ì����'����� ± �
Æ��hÕÿ¿������ ± �_ÕQ� Ã  ±�± ¿��#¥ ³�± É�¥§�����J�_�#¥�ú��µ�r¤��E�������������\V2À�� £ Ì»� £ «vª�¿�¤;¥§¤ ³�© ¥µÁ
Ô ±  £ ¿����»�6��� £ ï�Í £�¢�± « £ ÉÄ� ±�³�± É�¥¬�	¯6É £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J� ³�©�£�Ã»© ¥	«�«��¡À�� ¢ �#¥§¤ £ ¿ Ê � £ ï��
³�£ � ± «�¥¬�	¯ ³�©�± �;ú��¬ª�ù`Ô�ÉÄ�¬¥§� ¢ ¥ © �	����Í ³�£�¢�³�©�£�Ã»© ¥	«�«�¥µÍ ± ��¦ £�© «�¥§� ± ù £ Ô	� ©�£µÅ Á
¢ ��������ÍeÉ ± �¬ª!¥§� ± ú;Í ±  ±5£ ï £ ü ± ï�¤;¥µÍ ³�£ "¯¬� £ Ô�¥¬�§�Ä�ú.¿�� © �»ï§ª�ù=�	Éîúe�§� £�© �»� ±�Ê ��É»¤ ± �
�µ�#¥§� ± ú)¤;¥§¤5É�¥	« ± Í)«��»� £�¢"£ ÔGÔ	� Ê�± ÉÎ#��� ± ú.¿§�¬¥§¤ ±5© �µ¥® ± �»ª�ù Óÿ± Í ± Í)¥® ÃÄ£�©�± ��« £ Ô�À
ý�¥§¤ ± � Å � �µ�#¥§� ± ú ³�£ #�Ä�µ��� ³�©�± Ô	�Jï £�© � ³�£�¢ Í £�¢ ú Óÿ± Í`Æ��C¿ Ã ¥ © ¥§��� ±�© ª�ù Óÿ± Í
� © �»ï§ª��µ«vª�ùU� £�Ê � £ ÉÄ�	¯-Ô	� Ê�± ÉÎ#����� £�ÃÄ£6© ��ü×��� ± ú.¿�Ô§� ¢ ¯ Ì�¦¡¦¨��¤�� ± Ô	� £ ÉÄ�	¯+«��»� £�¢ ¥
�®¥§Ô ± É ± � £ �ÿ� £�ÃÄ£ ¿!�#¥§É»¤ £ "¯	¤ £ÿ³�£ "� £ Ôÿ���µ« ± É ³�£ "¯¬�»ª��»�	Éûú_É ³ ��� ± ¦ ± ¤;¥ © ��üC¥¬�µ« £�°
�®¥ ¢ ¥ Ê�± À&� ©�£ «��r� £�ÃÄ£ ¿ ± � £�Ãî¢ ¥ ³�£ ú#Ô¬�ú#ù=�	ÉûúC�®¥ ¢ ¥ Ê�± ¿ ¢ �ú5¤ £ � £�© ��Í)� © �»ï§ª	�»�	Éûúe« £ Á
¢�± ¦ ± � ±�©�£ Ô�¥¬��¯eÉÄ�¬¥ © �J� ±  ± É £ � ¢ ¥§Ô�¥¬�	¯5� £ Ô	�J�×«��»� £�¢ � ± ¥® ÃÄ£�©�± ��«��¡À
Ç Ì»� £ « © ¥®� ¢ �Ä#��¤;ª © É�¥ #��¤�� ±�° ¹»ë ± ÉÎ#�������J�&«��»� £�¢ ��¹ © ¥§É»É�«�¥¬� ©�± Ô�¥¬�»�	Éûú

����É»¤ £ "¯	¤ £ �#¥ ± ï £ #�»� © ¥§É ³�©�£ ÉÄ� © ¥§����������Í «��»� £�¢"£ Ô © ��ü×��� ± ú �®¥ ¢ ¥ Ê  ± ��� ° � £�°
¥® Ã �»ï © �¡À
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�Aª�ÉÄ�	¯J� © �»ï§ª��»�	Éûú��#¥ ° � ±�© ��ü×��� ± ��É ± ÉÄ�§�µ«��  ± ��� ° ����Í×¥® Ã �»ï © ¥ ±�Ê ��É»¤ ± ÍQª © ¥§Ô®Á
����� ±�° QóÆ�AGÕ�¸�V

A x = b,
Qóô;À:9®V

Ãî¢ � A = {aij}m
i,j=1

ð)¤�Ô�¥ ¢�© ¥¬���#¥®úË«�¥¬� ©�± �#¥ © ¥®�®«�� © ¥¯Q m×m
V2¿�¥

x = {xi}m
i=1

±
b = {bi}m

i=1 °
Ô§��¤�� £�© ÁñÉÄ� £ #ï����±Q

x ∈ Rm ± b ∈ Rm V2À

ý�� £�© �»� ±�Ê ��É»¤ ±´³�©�±Ë© ��ü×��� ±�± Æ�AGÕ�¸²Q ô;À:9 V�Ô £ �®« £�Å ���`� ©�± É ± �¬ª!¥§� ±�±  
9	À © ¥§� Ã «�¥¬� ©�± ��� A © ¥§Ô§��� m ±C© ¥§Ô§��� © ¥§� Ã ª © ¥§É»ü ±�© ����� £�° «�¥¬� ©�± ��� {Ab}

°
É ± ÉÄ�§�µ«�¥lQ ô;À:9 V ± «��»�»�H� ¢�± ��ÉÄ�	Ô§����� £ � © ��ü×��� ± ��³
ô;À © ¥§� Ã © ¥§É»ü ±�© ����� £�° «�¥¬� ©�± ��� {Ab} © ¥§Ô§��� © ¥§� Ã ª A ± «�����¯	ü×� m °É ± ÉÄ�§�µ«�¥iQ ô;À:9 V ± «��»�»�Hï	��É»¤ £ ��� Ê � £ ��«�� £µÅ ��ÉÄ�	Ô £)© ��ü×��� ±�° ³
<�À © ¥§� Ã «�¥¬� ©�± ��� {Ab} ��� © ¥§Ô§��� © ¥§� Ã ª A °

É ± ÉÄ�§�µ«�¥´Q ô;À:9 Ve��� ± «��»�»�
© ��ü×��� ±�° QM����É £ Ô�«���ÉÄ�	�#¥�V2À
����ü ± �	¯)É ± ÉÄ�§�µ«vªe ± ��� ° ����Í�ª © ¥§Ô	����� ±�° Ô§� £�©�£�ÃÄ£)³�£�© ú ¢ ¤;¥lQ m = 2

V

a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2

Ã � £ «��»� ©�±�Ê ��É»¤ ±Ë£ �µ�#¥ Ê ¥¬�»�e�#¥ ° � ± � £�Ê ¤;ª ³ � © ��ÉÄ� Ê ��� ± ú ¢ Ô¬ª�Í ³�© ú"«���Í�¿#�®¥ ¢ ¥§������Í
ª © ¥§Ô	����� ± ú"« ± É ± ÉÄ�§�µ«��¨À�òG�ú �®¥§¤ £�° É ± ÉÄ�§�µ«��x� ©�± Ô £ �®« £µÅ ���J� ³�©�± © ��ü×��� ±�±
Æ�AGÕ�¸ É ± �¬ª!¥§� ±�± « £µÅ � £)± � £ ï © ¥®� ± �	¯)ÉÎ#� ¢ ª�ù Óÿ± « £ ï © ¥®� £ «



µ

�\¶¸·º¹!»½¼{¾$¿ÁÀTÂ�ÃÅÄÅÆÅÇ,È�ÉTÃÅÊ�Ëº¿ÁÌÅÃÅÃ�ÍkÎ�ÏÐÀÑÆÅÃÅÒÅ¿ÁÓ{Ô�Ã�ÈÖÕÅ×ÅÃ4×ØÈÚÙ�ÈTÆÅÃÅÃEÉTÃ�ÉTÊ�ÈÑÛFÂ�ÃÅÆ�ÈTÜÅÆÅÇ'ÝE¿�Â�Þ�ÈÑßÐ×Ø¿ÁÃÅÄ�ÈÑÉTÒÅÃ½Ý
ÉTÃ�ÉTÊ�ÈÑÛHÎ�Ê�ÏÐ×�ÏÐÞ�Ï!Õ�ÏÐ×ºàºá�Ò½¿

Ç ³ � © Ô £ «RÉÎ�ª Ê ¥¬�OÉ ± ÉÄ�§�µ«�¥ ± «��»�»�+� ¢�± ��ÉÄ�	Ô§����� £ � © ��ü×��� ± �¨QóÆ�AGÕ�¸ ���OÔ	��Á
©�£µÅC¢ ���#¥�V2¿�Ô £ Ô§� £�©�£ « ° ï	��É»¤ £ ��� Ê � £ «�� £�ÃÄ£�© ��ü×��� ±�°5± Ô¡� © �»�	¯§�µ«+ÉÎ�ª Ê ¥¬� ° � ±
£�¢ � £�ÃÄ£ QMÔ £ ï £�± Í�Ì»� ± Í´ÉÎ�ª Ê ¥®ú;Í´É ± ÉÄ�§�µ«�¥HÔ	� ©�£�ÅC¢ ���#¥�V2À
Ç ³�© ¥§¤�� ±�Ê ��É»¤ ± Í�Ô	� Ê�± ÉÎ#��� ± ú;Í?Ô £ �®« £µÅ ���+� Ó � £�¢�± �?ÉÎ�ª Ê ¥ ° À��v¥§É»É�« £ � ©�± «

³�©�± «�� © É ± ÉÄ�§�µ«��
5x1 + 7 x2 = 12,

7x1 + 10x2 = 17,
¤ £ � £�© ¥®ú ± «��»�»�H� ¢�± ��ÉÄ�	Ô§����� £ � © ��ü×��� ± � x1 = 1

¿
x2 = 1

À
�Aª�ÉÄ�	¯ © ¥§É Ê �»�eÔ§� ¢ �»�	ÉûúËÔe«�� £µÅ ��ÉÄ��Ô§� F Ê�± ÉÄ�ÄOÉ ³ �¥§Ô�¥§ù Ó � ° �®¥ ³ ú�� £�° ¿�ª´¤ £ Á

� £�©�£�ÃÄ£ t = 2
¿
β = 10

Q
t
ð×¤ £  ±�Ê ��ÉÄ�	Ô £�© ¥®� © ú ¢"£ Ô ¢ �úC�®¥ ³�± É ± «�¥§��� ± É»É»� Ê�± ÉÎ�¥¨Ô

F
¿
β
ð £ É»� £ Ô�¥§� ± �×É ± ÉÄ�§�µ«��]É Ê�± ÉÎ#��� ± ú ³�©�± �;ú�� £ �CÔ F À{� £�¢�©�£ ï����»� £�³�© � ¢ �Ä#��� ± �«�� £µÅ ��ÉÄ�	Ô�¥ Ê�± ÉÄ�Ä5É ³ �¥§Ô�¥§ù Ó � ° �®¥ ³ ú�� £�° É�«JÀkâ 9Å? ã ±  ± â 9�ö ã�V2À�ä�ÉÎ ±H³�£�¢ ÉÄ�¬¥§Ô ± �	¯GÔ

É ± ÉÄ�§�µ«vª x1 = 2.4 ± x2 = 0
¿µ� £¨³�© ¥§Ô	�J� Ê ¥§ÉÄ� ± ï§ª ¢ ª;� © ¥§Ô	��� 12 ± 16.8

¿µ�®À ��À £ ü ± ï¬Á
¤;¥	«þÔ ³�© ¥§Ô £�°HÊ ¥§ÉÄ� ± 0 ± 0.2

É £	£ �	Ô§�»�	ÉÄ�	Ô¬ª�ù=� £ ü ± ï�¤ ±H© ��ü×��� ± ú 1.4 ± −1
À	ýv¥§¤ ± «

£ ï © ¥®� £ «J¿�Ô © ¥§É»É�«�¥¬� ©�± Ô�¥¬�µ« £ « ±�Ã»© ª�ü×� Ê � £ « «�� £µÅ ��ÉÄ�	Ô§� F x1 = 2.4 ± x2 = 0ú#Ô¬�ú#ù=�	Éûú ³�©�± ï§ ±;Å �������=« © ��ü×��� ± �µ«-É ± ÉÄ�§�µ«�� Ô F À�ò��Ä £ Ô×� £ «J¿ Ê � £H³�© ú"«��J��¿É £	£ �	Ô§�»�	ÉÄ�	Ô¬ª�ù Óÿ± �eÌ»� ± « ª © ¥§Ô	����� ± ú"« �#¥´����¤ £ � £�©�£ « £ � © �Ä�µ¤�� ³�£�Ê � ± ÉÎ ± Ô�¥§ù=�®Á
Éûú.À¬Æ ± ÉÄ�§�µ«��+�¬¥§¤ £�ÃÄ£ Ô ±!¢ ¥A�#¥®�µ�rÔ�¥§ù ��Éîú ³  £ Í £A£ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#������� « ± À§Ç Ì»� £ «²ÉÎ�ª Ê ¥¬�
�#¥ ° � ±²Ê�± ÉÎ#����� £ � ¢�± ��ÉÄ�	Ô§����� £ � © ��ü×��� ± �GÉQ�®¥ ¢ ¥§��� £�° � £�Ê � £ ÉÄ�	¯	ù � © ª ¢ � £ À



å

�\¶¸·º¹�æØ¼ØçjÀ�Ï�ßÐ×Ø¿Áè�ÈTÆÅÃ�È
Õ½ÂØÏÑÝºÏ�Ï�ßÐË�ÉÚÂØÏÐÎÐÂØÈTÆÅÆ�ÏÐÜ�ÉTÃ�ÉTÊ�ÈÑÛ$ÇéÂ�ÃÅÆ�ÈTÜÅÆÅÇ'Ý�¿�Â�Þ�ÈÑßÐ×Ø¿ÁÃÅÄ�ÈÑÉTÒÅÃ½ÝêÉTÃ�ÉTÊ�ÈÑÛ�Î�Ê�ÏÐ×�ÏÐÞ�Ï
Õ�ÏÐ×ëàºá�ÒÅ¿

Æ#� ¢ ª��»� £ ��«��»� ± ��¯�¿ Ê � £r¢ �úÿ«�� £�Ã»± Í¨�®¥ ¢ ¥ Ê QM�#¥ ³�©�± «�� © ¿»Ì�¤ £ � £ « ±�Ê ��É»¤ ± Í\V ³�©�±
Ô	� Ê�± ÉÎ#��� ±�±Ë© ��ü×��� ± ú´Ô�¥ Å � £ ¿ Ê � £ ï�� ³�©�±´³�£�¢ ÉÄ�¬¥§� £ Ô	¤��G� ÃÄ£ Ô5É ± ÉÄ�§�µ«vª ³�© ¥§Ô	�J�
Ê ¥§ÉÄ� ± «�¥® £?£ �� ±�Ê ¥® ± É»¯�ï�� £ � ± Í � £�Ê ����Í �µ�#¥ Ê ��� ±�° QMÔ?Ì»� £ « ÉÎ�ª Ê ¥¬� ÃÄ£ Ô £ Á
© ú��µ¿ Ê � £ «�¥®�¥�����Ô¬ú��µ¤;¥�V2À�ý £ ��ÉÄ�	¯ ÃÄ£�¢�± �	Éûúþ"ù=ï £ � ³�©�± ï§ ±;Å ����� £ � © ��ü×��� ± � ± �
£ ��«�� Ê ����� £�° �#¥ ©�± ÉÎª���¤�� ³�£  £ É»�¡À
ëQ�µ«3ï £ "¯	ü×� ³�£�© ú ¢"£ ¤-É ± ÉÄ�§�µ«��¡¿��§�µ« � © ª ¢ ���»�eÔ	��ú#Ô¬�ú��	¯ ± ¿��§�µ« ï £ #�»��¿ ± �!Á

�§� ©�³�© �»� ±�©�£ Ô�¥¬��¯ ³�©�±�Ê�± ���ºï £ "¯	ü £�° ³�£ �§� ©�± � £�Ê � £ ÉÄ� ±3³�©�± © ��ü×��� ±�± Æ�AGÕ�¸ ¿
Ô	���µÔ�¥§��� £�° «�¥®"� « ±²£ ü ± ï�¤!¥	« ± Ô®Í £�¢ ����Í ¢ ¥§������Í�Q ³�©�±�Ê�± ��� ³  £ Í £�°Ë£ ï§ª�ÉÎ £ Ô®Á
#����� £ ÉÄ� ± É ± ÉÄ�§�µ«��WV2À
½¡¥ ³�©�± «�� © ¿ ³�© � ¢ ÉÄ�¬¥§Ô	¯��§�¡ÉÄ�»ï	�QÔ×� © �ÎÍ#«�� © � £ « ³�©�£ ÉÄ� © ¥§��ÉÄ�	Ô§�¨� ©�±�³ ¥ © ¥®�#�Ä"¯®Á

���J� ³�© ú"«��J��¿ ³�©�£ Í £»¢ ú Óÿ± � Ê � © �Ä�_Ô§� © ü ± ��� � © �Äª ÃÄ£ "¯	� ± ¤;¥ ±+³ � ©�³ ��� ¢�± ¤;ª®�ú © Á
���J��� ÃÄ£e³  £ É»¤ £ ÉÄ� ± À�ý ©�±²³  £ É»¤ £ ÉÄ� ± ¿�É £»¢ � ©�Å ¥ Óÿ± � ³ ¥ © �ZÌ»� ± Í ³�© ú"«���Í�¿"��� ³ ¥µÁ
© ¥®�#�Ä"¯	���¡¿;� £C± ��� ± «���ù=�C� ±e£�¢ � £�°e£ ï Ó � ° � £�Ê ¤ ± À'ä�ÉÎ ±eÅ � £�¢ �;ª ± � ³  £ É»¤ £ Á
ÉÄ�§� ° ÉÎ#� Ã ¤!¥ÿ�#¥§¤; £ � ± �	¯�¿�� £ � ©�±´³  £ É»¤ £ ÉÄ� ±�³ � © ��ÉÄ��¤;ª;�	Éûú�Ô £�¢ � £�° � £�Ê ¤���À"Æ £	£ �®Á
Ô§�»�	ÉÄ�	Ô¬ª�ù Ó ¥®ú+É ± ÉÄ�§�µ«�¥eª © ¥§Ô	����� ±�° ï§ª ¢ �»� ³  £ Í £Ë£ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#����� £�° À.�A £ Í;¥®ú £ ï§ª�Á
ÉÎ £ Ô¬#����� £ ÉÄ�	¯ ³�©�£ ú#Ô¬�ú��»�	Éûú+Ô´� £ «J¿ Ê � £ Ô��®¥§Ô ± É ± « £ ÉÄ� ±6£ � ³�£�© ú ¢ ¤;¥ ¢ � ° ÉÄ�	Ô ±�°
« £µÅ � £ Ô	� Ê�± ÉÎ ± �	¯ © ��ü×��� ± � ± É © ¥®�» ±�Ê � £�° � £�Ê � £ ÉÄ�	¯	ù×À{ä�ÉÎ ± ¿ © ��üC¥®ú��®¥ ¢ ¥ Ê ª�¿
É»�#¥ Ê ¥®�¥5�#¥ ° � ±  ± � ± ù ³ � © ��ÉÄ� Ê ��� ± ú ³  £ É»¤ £ ÉÄ�§� ° ¿ ³ � ©�³ ��� ¢�± ¤;ªµ�ú © ����Í ³  £ É»¤ £ Á
ÉÄ� ± � © �Äª ÃÄ£ "¯	� ± ¤!¥�¿�¥ÿ�®¥¬�§�µ«�� £�Ê ¤;ª ³ � © ��ÉÄ� Ê ��� ± ú��#¥ °!¢ ����� £�°Ë³�© ú"« £�° É¨� © �»�	¯§� °
³  £ É»¤ £ ÉÄ�	¯	ù×¿�� £)© ��ü×��� ± �Qï§ª ¢ �»�5�#¥ °!¢ ��� £ ÉA�®¥ ¢ ¥§��� £�° � £�Ê � £ ÉÄ�	¯	ù×À,ä�ÉÎ ±�Å � ± �ÄÁ
«���� ± �	¯ ³�£�© ú ¢"£ ¤ ¢ � ° ÉÄ�	Ô ±�° ¿µ�µÀµ��Àµ�#¥ ° � ± É»�#¥ Ê ¥®�¥J ± � ± ù ³ � © ��ÉÄ� Ê ��� ± ú�ÉÎ#� Ã ¤;¥r�#¥µÁ



ì

¤; £ ������� £�°þ± ³ � ©�³ ��� ¢�± ¤;ª®�ú © � £�°þ³  £ É»¤ £ ÉÄ�§� ° ¿�� £´³�£ �ª Ê ¥¬�»�	Éûú ³  £ Í £�£ ï§ª�ÉÎ £ Ô®Á
#�����#¥®ú6�®¥ ¢ ¥ Ê ¥�¿��¬¥§¤+¤;¥§¤+�#¥ °!¢ �����#¥®ú6 ± � ± ú ³ � © ��ÉÄ� Ê ��� ± ú ³�£�Ê � ±+³ ¥ © ¥®�#�Ä"¯	�#¥
� © �»�	¯§� °²³  £ É»¤ £ ÉÄ� ± À
� Ê ��Ô ±!¢ � £ ¿ Ê � £Q³�©�± "ù=ï���Í © ¥§É Ê �»�¬¥µÍ�� © �»ï§ª��»�	Éûú ³�£ �ª Ê�± �	¯ © ��ü×��� ± �É��®¥ ¢ ¥§�!Á

� £�° � £�Ê � £ ÉÄ�	¯	ù×À�òG�ú £ ����� £ ¤ ³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ� ± «��»� £»¢"£ Ô�� © �»ï§ª��»�	ÉûúeÔ	Ô§��ÉÄ� ±5£�³�© � ¢ �ÎÁ
#��� ± ��� £�© «&«�¥¬� ©�± � ± Ô§��¤�� £�©�£ Ô�À

+ â � ã²Þ"æ�"q�í"¡ß\��ævÛ�[ Û Ù�è�Ý���Þ"æ�Þ�Ù
�Aª�ÉÄ�	¯HÔ§��¤�� £�© x ∈ Rm ¿#¥H¤�Ô�¥ ¢�© ¥¬�	�#¥®úO«�¥¬� ©�± �#¥ A ± «��»�»� © ¥®�®«�� © m×m

À

îêï�ð{ñ½ò�ñÁó,ñ½ô'õ,ñØö ½ £�© « £�° Ô§��¤�� £�© ¥ x �#¥®�µ�rÔ�¥¬�»�	Éûú ³�£ ÉÄ�¬¥§Ô¬#����� £ �´�µ«vª�ÔþÉ £	£ �	Ô§�»�®ÁÉÄ�	Ô ± ����� £ � ©�± �#¥¬�	�Ä"¯	� £ � Ê�± ÉÎ £ ‖x‖ �®¥§¤ £ ��¿ Ê � £
9	À ‖x‖ > 0

¿ ³�©�± x 6= 0
¿ ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0

¿
ô;À ‖cx‖ = |c| ‖x‖ ¿���ÉÎ ± c ðø÷Å���kùÁ��¿
<�À ‖x+ y‖ 6 ‖x‖ + ‖y‖, x, y ∈ Rm À

� ©�±�Ê�± ÉÎ#��������Í © ¥§É Ê �»�¬¥µÍ×�#¥ ± ï £ #�»� Ê ¥§ÉÄ� £ ª ³�£ � © �»ï§�ú#ù=�	ÉûúCÉÎ#� ¢ ª�ù Óÿ± ��� £�© Á
«��`Ô§��¤�� £�©�£ Ô

9	À ‖x‖1 =
m∑

i=1

|xi|
¿

ô;À ‖x‖2 =

√
m∑

i=1

|xi|2
ð)��Ô	¤; ±!¢"£ Ô�¥H� £�© «�¥�¿

<�À ‖x‖∞ = max
16i6m

|xi|
ð Ê �»ï��rü×��Ô	É»¤;¥®ú�� £�© «�¥�À

·�� ± � £�© «��`É»Ô¬ú��®¥§��� ¢�© ª Ã É ¢�© ª ÃÄ£ «�ÉÎ#� ¢ ª�ù Óÿ± « ± ��� © ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô�¥	« ±

‖x‖∞ 6 ‖x‖1 6 m‖x‖∞, ‖x‖∞ 6 ‖x‖2 6
√
m‖x‖∞,

‖x‖1/
√
m 6 ‖x‖2 6 ‖x‖1.

Qóô;ÀÈô0V

îêï�ð{ñ½ò�ñÁó,ñ½ô'õ,ñØö ½ £�© « £�° ¤�Ô�¥ ¢�© ¥¬�	� £�° «�¥¬� ©�± ���ú� �#¥®�µ�rÔ�¥¬�»�	Éûú ³�£ ÉÄ�¬¥§Ô¬#����� £ ��� °
Ô5É £	£ �	Ô§�»�	ÉÄ�	Ô ± �×��� £ � ©�± �#¥¬�§�Ä"¯	� £ � Ê�± ÉÎ £ ‖A‖ �¬¥§¤ £ ��¿ Ê � £

9	À ‖A‖ > 0
¿ ³�©�± A 6= 0

¿ ‖A‖ = 0 ⇔ A = 0
Q ª �;ª®"¯®ÁÂ«�¥¬� ©�± ��� Ô	ÉÄ�

ÌÄ#�µ«������	�`�;ª®#��Ô	�J�¸V2¿



»�û

ô;À ‖cA‖ = |c| ‖A‖ ¿���ÉÎ ± c ðR÷Å���kùÁ��¿
<�À ‖A+B‖ 6 ‖A‖ + ‖B‖ ¿ B ð_¤�Ô�¥ ¢�© ¥¬�	�#¥®úO«�¥¬� ©�± �#¥ © ¥®�®«�� © ¥ m×m

¿
?#À ‖A B‖ 6 ‖A‖ ‖B‖ À½¡¥ ± ï £ #�»� Ê ¥§ÉÄ� £ ª ³�£ � © �»ï§�ú#ù=�	Éûú²ÉÎ#� ¢ ª�ù Óÿ± ��� £�© «��Z«�¥¬� ©�± �
9	À ‖A‖1 = max

16j6m

m∑
i=1

|aij|
Á´«�¥§¤!É ± «�¥®"¯	�#¥®ú ÉÎª�«�«�¥ « £�¢ ª®#� ° ÌÄ#�µ«������ £ Ô

ÉÄ� £ #ï�� £ Ô�¿
ô;À ‖A‖2 =

√
max
16i6m

(λAA∗)i
¿�� ¢ ��É»¯ (λAA∗)i

ðFü Á £ �CÉ £ ï�ÉÄ�	Ô§����� £ � Ê�± ÉÎ £ «�¥¬�®Á
©�± ��� AA∗ ¿

<�À ‖A‖∞ = max
16i6m

m∑
j=1

|aij|
Áe«�¥§¤!É ± «�¥®"¯	�#¥®ú ÉÎª�«�«�¥á« £»¢ ª®#� ° ÌÄ#�µ«������ £ Ô

ÉÄ� ©�£ ¤�À

îêï�ð{ñ½ò�ñÁó,ñ½ô'õ,ñ ÀQ½ £�© «�� «�¥¬� ©�± � ± Ô§��¤�� £�©�£ Ô�¿ ª ¢"£ Ô¬#�»�	Ô £�© ú#ù Óÿ± ����� © ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô¬ª
‖Ax‖ 6 ‖A‖‖x‖ ¿#�#¥®�µ�rÔ�¥§ù=�	ÉûúËÉ £�Ã �¥§É £ Ô�¥§����� « ± À
îêï�ð{ñ½ò�ñÁó,ñ½ô'õ,ñ À,ä�ÉÎ ± ‖A‖ = sup

‖x‖6=0

‖Ax‖/‖x‖ ¿�� £ � £�© «�¥ ‖A‖ �#¥®�µ�rÔ�¥¬�»�	Éîú ³�£�¢ Á
Ê�± ������� £�° � £�© «�� ‖x‖ Ô§��¤�� £�© ¥ x ÀÇ�ÉÄ�rÔ	Ô§� ¢ �������J� � £�© «�� «�¥¬� ©�± � ³�£�¢�Ê�± �������&É £	£ �	Ô§�»�	ÉÄ�	Ô¬ª�ù Óÿ± «-� £�© «�¥	«þÔ§��¤!Á
� £�©�£ Ô�¿��®À ��À ‖A‖α = sup

‖x‖α 6=0

‖Ax‖α/‖x‖α
¿ Ãî¢ � α = 1, 2,∞ À

�Q��«��»� ± «J¿ Ê � £²³�£�¢�Ê�± �������#¥®ú-� £�© «�¥�«�¥¬� ©�± ���R���5ï £ "¯	ü×�5É £�Ã �¥§É £ Ô�¥§��� £�° É
� £�°�Å �×� £�© « £�° Ô§��¤�� £�© ¥�À�ò�� ° ÉÄ�	Ô ± �§�Ä"¯	� £ ¿ ³ ª�ÉÄ�	¯ ‖A‖α

³�£�¢�Ê�± �����#¥5� £�© «���Ô§��¤!Á
� £�© ¥ ‖x‖α

¿¬¥=� £�© «�¥ ‖A‖β
É £�Ã �¥§É £ Ô�¥§�#¥rÉ� £�°�Å ��� £�© « £�° Ô§��¤�� £�© ¥ ‖x‖α = ‖x‖β

¿
� £ ��ÉÄ�	¯

‖A‖α = sup
‖x‖6=0

‖Ax‖α/‖x‖α, ‖Ax‖β 6 ‖A‖β ‖x‖β.

�Aª�ÉÄ�	¯
sup
‖x‖6=0

‖Ax‖α/‖x‖α
¢"£ ÉÄ� ±�Ã ¥¬�»�	Éûú �#¥)Ô§��¤�� £�© � x0

¿ ± ‖x0‖α = ‖x0‖β = 1
¿

� £�Ãî¢ ¥ ¢ �ú�Ô§��¤�� £�© ¥ x0
Ô	� ³�£ "�;ú��»�	Éûú ‖A‖α = ‖Ax0‖α = ‖Ax0‖β 6 ‖A‖β ‖x0‖β =

‖A‖β
À

Ç ³�©�±  £µÅ ��� ± ú;Í Ê ¥§ÉÄ� £)± É ³�£ "¯¬�»ª�ù=�	Éûú´� Ó � ¢ Ô§�G� £�© «��
9	À
M(A) = m max

16i,j6m
|aij|

À
·��¬¥²� £�© «�¥ËÉ £�Ã �¥§É £ Ô�¥§�#¥�É £ Ô	ÉÄ�µ« ± Ô	Ô§� ¢ ������� « ± � £�© «�¥	« ± Ô§��¤�� £�©�£ Ô�¿�� £ ���

³�£�¢�Ê�± �����#¥5� ±´£�¢ � £�°Ë± �ÿ� ± Í�À,�Q�	ÉÎª;�	ÉÄ�	Ô ± � ³�£�¢�Ê�± ������� £ ÉÄ� ± ÉÎ#� ¢ ª��»� ± �×É £	£ �	� £ Á



»½»

ü×��� ±�°_¢ �ú´� ¢�± � ±�Ê � £�° «�¥¬� ©�± ��� E

‖E‖ = sup
‖x‖6=0

‖Ex‖/‖x‖ = 1, M(E) = m.

ô;À
S(A) =

√
m∑

i,j=1

|aij|2 °
��Ô	¤; ±!¢"£ Ô�¥-� £�© «�¥ýQM� £�© «�¥ Ðÿ©�£ ï	��� ± ª�É�¥�¿�� £�© «�¥

� ª © ¥�V2À
·��¬¥_� £�© «�¥)�¬¥§¤ Å �5É £�Ã �¥§É £ Ô�¥§�#¥)É £ Ô	ÉÄ�µ« ± Ô	Ô§� ¢ ������� « ± � £�© «�¥	« ± Ô§��¤�� £�©�£ Ô�¿

� £ ��� ³�£�¢�Ê�± �����#¥_� ±O£�¢ � £�° ± �5� ± Í�¿��¬¥§¤þ¤;¥§¤ ¢ �ú � ¢�± � ±�Ê � £�° «�¥¬� ©�± ��� E
Ô	��Á

³�£ "�;ú#ù=�	Éûú © ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô�¥

‖E‖ = sup
‖x‖6=0

‖Ex‖/‖x‖ = 1, S(E) =
√
m.

+ â + c²Þ,(§æ�è!ç6Ü�Þ,�0�k þhvævÛ�)'��ÛOd+è�ÜvÜ�Þ,(	ÞZæ�è!ç-è�ÜvÛ.-ÿ�	Û��0��è&"q� Û Þ,)\6,����Þ�Ùk5
��è�ÜvÜ�Þ,�0�k ¨"¡ß\��ævÛ�[

�Aª�ÉÄ�	¯C� © �»ï§ª��»�	Éûú © ��ü ± �	¯)É ± ÉÄ�§�µ«vª

Ax = b

� ©�± "ù=ï £ « © ¥§É Ê �»�§� £�¢ � ± « ± � £ É»� £ Ô	����Í ú#Ô¬�ú��»�	Éûú3Ô £�³�©�£ É £á³�£�Ã»© ��üÿ� £ Á
ÉÄ� ± À�½Q� ± ��ï	� Å ���J�5Ô	� Ê�± ÉÎ ± �§�Ä"¯	���J� £ ü ± ï�¤ ± ¿�É»Ô¬ú��®¥§�����J�5É £ ¤ © ª Ã #��� ± �µ«�¿.« £ Á
Ã ª;�)É ± "¯	� £e± É»¤;¥®� ± �	¯)Ô	� Ê�± ÉÎ#����� £ � © ��ü×��� ± � ¢ ¥ Å �×Ô5ÉÎ�ª Ê ¥¬��¿#¤ £�Ãî¢ ¥ £ � £ � ¢�± �!Á
ÉÄ�	Ô§����� £ ± ± É ³�£ "¯¬�»ª��»�	Éûú � £�Ê ��� ° «��»� £�¢ ¿r¤ £ � £�© � °Z³�©�± £ �	ÉÎª;�	ÉÄ�	Ô ±�±`£ ü ± ï £ ¤
£ ¤ © ª Ã #��� ± ú��®¥C¤ £ ��� Ê � £ � Ê�± ÉÎ £5£�³ � © ¥§� ±�°´³�£ �µÔ £ �ú��»�5�#¥ ° � ± � £�Ê � £ � © ��ü×��� ± ��À
·�� £´³�©�£�± ÉîÍ £�¢�± �µ¿���ÉÎ ± «�¥¬� ©�± �#¥¯� ³  £ Í £�£ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#���#¥�¿�� £ ��ÉÄ�	¯�«�¥®"�J� ³�£ Á

Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ� ± QMÔ £ �®«vª Ó ��� ± ú,VÿÔ®Í £�¢ ����Í ¢ ¥§������ÍþQ �µ�#¥ Ê ��� ±�° ÌÄ#�µ«������ £ Ô-«�¥¬� ©�± ���
±  ± ¤ £ « ³�£ ��������Ô§��¤�� £�© ¥ ³�© ¥§Ô	��Í Ê ¥§ÉÄ�§� ° VA« £�Ã ª;��Ô	���µÔ�¥¬�	¯_ï £ "¯	ü ± � £ ü ± ï�¤ ± Ô
© ¥®�µ�rÉ»¤ ± Ô�¥¬�µ« £ « © ��ü×��� ±�± À"Õ ³�©�±�£�©�± Ô	��ú#É»�;ú��	¯�¿�¤;¥§¤;¥®ú É ± �¬ª!¥§� ± ú © �µ¥® ± �»ª��»�	Éûú
Ô © ��üC¥¬�µ« £ « ³�©�± «�� © ��¿ Ê ¥§ÉÄ� £ � © ª ¢ � £ ¿�¥ ± � £�Ãî¢ ¥ ± ����Ô £ �®« £µÅ � £ À
�¨ü ± ï�¤ ±�£ ¤ © ª Ã #��� ± ú ³�£ ú#Ô¬�ú#ù=�	Éûú.¿�¤;¥§¤ ³�© ¥§Ô ±  £ ¿;ª Å � ³�©�± Ô	Ô £�¢ � ¢ ¥§������Í´Ô

³ ¥	«vú��	¯GÔ	� Ê�± ÉÎ ± �§�Ä"¯	� £�° «�¥§ü ± ����QMÉ�«JÀkâ 9Å? ã ±  ± â 9�ö ã�V2¿¬� £ ��ÉÄ�	¯¡Ô�«���ÉÄ� £ É ± ÉÄ�§�µ«��



»�æ

Q ô;À:9 V © ¥®�µ�rÉ»¤ ± Ô�¥¬�»�	Éûú © ��ü×��� ± �GÉ ± ÉÄ�§�µ«��

(A+ ∆A)x = b+ ∆b,
Qóô;À=<�V

Ãî¢ � ∆A °
«�¥¬� ©�± �#¥�¿�ÌÄ#�µ«������	� ¤ £ � £�©�£�° ú#Ô¬�ú#ù=�	Éûú £ ü ± ï�¤;¥	« ± É £	£ �	Ô§�»�	ÉÄ�	Ô¬ª�ùrÁ

Óÿ± ÍOÌÄ#�µ«������ £ Ô�«�¥¬� ©�± ��� A
¿
∆b °

Ô§��¤�� £�© ¿�¤ £ « ³�£ �������	�h¤ £ � £�©�£�ÃÄ£ ú#Ô¬�ú#ù=�	Éîú
£ ü ± ï�¤;¥	« ± É £	£ �	Ô§�»�	ÉÄ��Ô¬ª�ù ÓC± Í ¤ £ « ³�£ ��������Ô§��¤�� £�© ¥ b Àj�Aª�ÉÄ�	¯ ± �µÔ§��ÉÄ�	��� £ ������¤ ±
‖∆A‖ ± ‖∆b‖ ¿ ± «�¥¬� ©�± ��� A ± A+ ∆A

���¡Ô	� ©�£µÅC¢ �����¡¿�� £ ��ÉÄ�	¯HÉÎª Ó ��ÉÄ�	Ô¬ª�ù=�
A−1 ± (A+ ∆A)−1 À
�Aª�ÉÄ�	¯

x °
� £�Ê � £ � © ��ü×��� ± �QÉ ± ÉÄ�§�µ«�� Q ô;À:9 V2¿

x∗ °
� £�Ê � £ � © ��ü×��� ± �¨É ± ÉÄ�§�µ«��

Q ô;À=< V2À{�¨����� ± « ³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ�	¯ ∆x = x − x∗
¿�Ô	���µ�rÔ�¥¬�µ«vª�ù  ± üÿ¯ ³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ��ú;Á

« ± Ô®Í £�¢ ����Í ¢ ¥§������Í ‖∆A‖ ± ‖∆b‖ QM��� ± ��ï	� Å ���J� £ ü ± ï�¤ ±á£ ¤ © ª Ã #��� ± ú ³�©�±
Ô	� Ê�± ÉÎ#��� ±�±6© ��ü×��� ± úþ���Cª Ê�± �	�rÔ�¥§ù=��Éûú,V2À�Ç]É ± �ª² ± ��� ° � £ ÉÄ� ± �®¥ ¢ ¥ Ê�± « £µÅ � £
© ¥§É»É�« £ � © �»�	¯ £ � ¢ �Ä"¯	� £ Ô¬ ± ú#� ± � £ ü ± ï £ ¤ ³�© ¥§Ô £�°-Ê ¥§ÉÄ� ±-±þ£ ü ± ï £ ¤þÌÄ#�µ«������ £ Ô
«�¥¬� ©�± ���¡À
9	À,�Aª�ÉÄ�	¯ ‖∆A‖ = 0

¿#¥ ‖∆b‖ 6= 0
À�¼A�RQ ô;À:9 V ± Q ô;À=< V�ÉÎ#� ¢ ª��»�µ¿ Ê � £

x = A−1 b,

x∗ = A−1(b+ ∆b).
�Q�	É»ù ¢ ¥ ³�£ �ª Ê ¥¬�»�	ÉûúË��� ³�£�Ê ¤;¥ © ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô

x∗ − x = A−1(b+ ∆b) − A−1b = A−1∆b,

‖∆x‖ = ‖x∗ − x‖ = ‖A−1∆b‖ 6 ‖A−1‖ ‖∆b‖ = ‖A−1‖ ‖b‖ ‖∆b‖
‖b‖

,

‖b‖ = ‖Ax‖ 6 ‖A‖ ‖x‖,

‖∆x‖ 6 ‖A−1‖ ‖A‖ ‖x‖ ‖∆b‖
‖b‖

.

ýv¥§¤ ± « £ ï © ¥®� £ « ³�£ �ª Ê ¥¬�»�	Éûú £ ������¤;¥ £ �	� £ É ± �§�Ä"¯	� £�°]³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ� ±Z© ��ü×��� ± ú
Æ�AGÕ�¸=¿#Ô	���µÔ�¥§���#¥®ú £ �	� £ É ± �§�Ä"¯	� £�°²³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ�	¯	ù ³�© ¥§Ô £�°´Ê ¥§ÉÄ� ±

‖∆x‖
‖x‖ 6 ‖A−1‖ ‖A‖ ‖∆b‖

‖b‖
.

Qóô;À@?&V



» �

ô;À,�Aª�ÉÄ�	¯ ‖∆b‖ = 0
¿#¥ ‖∆A‖ 6= 0

À"¼A�RQ ô;À:9 V ± Q ô;À=< V�ÉÎ#� ¢ ª��»�

x = A−1 b,

x∗ = (A+ ∆A)−1b.

�Q�	É»ù ¢ ¥ ³�£ �ª Ê ¥¬�»�	Éûú

x∗ − x =
(
(A+ ∆A)−1 − A−1

)
b.

� © � £ ï © ¥®�»ª��µ«�Ô	� © ¥ Å ��� ± �

(A+ ∆A)−1 − A−1 = A−1 A (A+ ∆A)−1 − A−1 (A+ ∆A) (A+ ∆A)−1 =

= A−1 (A− (A+ ∆A)) (A+ ∆A)−1 = −A−1 ∆A (A+ ∆A)−1.

ý�� ³ � © ¯
∆x = −A−1 ∆A (A+ ∆A)−1b = −A−1 ∆A x∗,

‖∆x‖ = ‖A−1 ∆A x∗‖ 6 ‖A−1‖ ‖A‖‖∆A‖‖A‖ ‖x∗‖.
òG�ú £ ������¤ ±²£ �	� £ É ± �§�Ä"¯	� £�°O³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ� ±²© ��ü×��� ± ú Æ�AGÕ�¸=¿"Ô	���µÔ�¥§��� £�°Ë£ �	� £ Á
É ± �§�Ä"¯	� £�°Ë³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ�	¯	ù «�¥¬� ©�± ���ZÉ ± ÉÄ�	�µ«��¡¿ ³�£ �ª Ê ¥¬�»�	ÉûúËÔ	� © ¥ Å ��� ± �

‖∆x‖
‖x∗‖ 6 ‖A−1‖ ‖A‖ ‖∆A‖

‖A‖ .
Qóô;ÀÈø0V

Ç�É ³�£ «�� ± «J¿ Ê � £�£ �	� £ É ± �§�Ä"¯	���J� ³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ� ± δ(x) = ‖∆x‖/‖x‖ ± δ(x) =

‖∆x‖/‖x∗‖ £ �� ±�Ê ¥§ù=��Éûú ¢�© ª Ã�£ � ¢�© ª Ã ¥r�#¥�ï	��É»¤ £ ��� Ê � £ «�¥®"�J� ³�£�© ú ¢ ¤;¥ O(‖∆x‖2)
± É Ê�± �®¥§ù=�	Éûú²��� © ¥®�» ±�Ê�± «�� « ± À�¼A�RQ ô;À@? V ± Q ô;ÀÈø V�ÉÎ#� ¢ ª��»�®¿ Ê � £

δ(x) 6 cond(A)‖∆A‖/‖A‖ ±  ± δ(x) 6 cond(A)‖∆b‖/‖b‖,

Ãî¢ � cond(A) = ‖A−1‖ ‖A‖ ° Ê�± ÉÎ £�£ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#����� £ ÉÄ� ± «�¥¬� ©�± ��� A
Àjä�ÉÎ ± ³�£ Á

Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ� ± ‖∆b‖ → 0 ± ‖∆A‖ → 0
¿"� £�±O³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ�	¯ © ��ü×��� ± ú ‖∆x‖ → 0

À
` ¥	«��»� ± «J¿ Ê � £ ¿ ��ÉÎ ± � £�© «�¥ «�¥¬� ©�± ��� ³�£�¢�Ê�± �����#¥ � £�© «��?Ô§��¤�� £�© ¥�¿ � £3³�£ �ª�Á
Ê �������J� £ ������¤ ± ���Ä"¯¬�»ú ª®�ª Ê ü ± �	¯�¿J�¬¥§¤`¤!¥§¤ ÉÎª Ó ��ÉÄ�	Ô¬ª�ù=�á�¬¥§¤ ± � ‖∆b‖ → 0
± ‖∆A‖ → 0

¿ Ê � £²£ ������¤ ±+³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ� ± Q ô;À@? V ± Q ±  ± VEQ ô;ÀÈø V ³�© ��Ô © ¥ Ó ¥§ù=�	Éûú+Ô
© ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô�¥�À



» b

ä�ÉÎ ±3Ê�± ÉÎ £�£ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#����� £ ÉÄ� ± cond(A) = ‖A−1‖ ‖A‖ «�¥® £ ¿� £ É ± ÉÄ�§�µ«�¥
Q ô;À:9 V�Í £�©�£ ü £¨£ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#���#¥�¿®��ÉÎ ±×Å � £ � £ Ô§�Ä ± ¤ £ ¿¬� £G³  £ Í £¨£ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#���#¥�À��¡¥§¤ £ �
�µ�#¥ Ê ��� ± � Ê�± ÉÎ�¥ £ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#����� £ ÉÄ� ± É Ê�± �¬¥¬�»�	Éûú�ª Ã»©�£µÅ ¥§ù Ó �ï £ "¯	ü ± «��®¥§Ô ± É ± � £ �
� £�Ê � £ ÉÄ� ± Ô	� Ê�± ÉÎ ± �§�Ä"¯	� £�° «�¥§ü ± ���þQM¤ £  ±�Ê ��ÉÄ�	Ô�¥G� ± ¦ © t ¢ �ú5�®¥ ³�± É ± «�¥§��� ± É2ÁÉ»� Ê�± ÉÎ�¥�V2À�ý�¥§¤�¿!��ÉÎ ± Ô	� Ê�± ÉÎ#��� ± ú ³�©�£ Ô £�¢ ú��	Éûú��#¥ÿ¤ £ « ³ ¯	ù=�§� © �¡ÉQ� £�Ê � £ ÉÄ�	¯	ù t
Q ³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ�	¯�Ô®Í £�¢ ����Í ¢ ¥§�����Í O(2−t)

V2¿�� £ÿ³�©�± �µ�#¥ Ê ��� ±�±eÊ�± ÉÎ�¥ £ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#���!Á
� £ ÉÄ� ± O(2t/2)

���Ä"¯¬�»ú Ã ¥ © ¥§��� ±�©�£ Ô�¥¬�	¯H�ª Ê ü�ª�ù � £�Ê � £ ÉÄ�	¯�¿ Ê �µ« O(2−t/2)
À

ë ± ÉÎ�¥ £ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#����� £ ÉÄ� ± cond(A) = ‖A−1‖ ‖A‖ £ ï§�¥ ¢ ¥§ù=�+ÉÎ#� ¢ ª�ù Óÿ± « ±É»Ô £�° ÉÄ�	Ô�¥	« ±  
9	À

cond(A) ≥ 1
À ò�� ° ÉÄ�	Ô ± �§�Ä"¯	� £ ¿ A A−1 = E ⇒ 1 = ‖E‖ = ‖A A−1‖ >

‖A‖ ‖A−1‖ = cond(A)
À

ô;À
cond(c A) = cond(A)

¿
c °

÷Å���kùÁ��À

<�À
cond(A B) 6 cond(A) cond(B)

À

?#À
cond(A−1) = cond(A)

À

ø;À
cond(D) =

max
16i6m

dii

min
16i6m

dii

¿®��ÉÎ ± D ° ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	�#¥®úH«�¥¬� ©�± �#¥4Q D = diag(dii)
V2À

� Ê ��Ô ±!¢ � £ ¿ Ê�± ÉÎ £á£ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#����� £ ÉÄ� ± �®¥§Ô ± É ± � £ �á� £�ÃÄ£ ¿�¤;¥§¤;¥®ú ± É ³�£ "¯¬�»ª	�»�¬Á
ÉûúË� £�© «�¥�À�ä�ÉÎ ± ª Ê�± ÉÎ�¥ £ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#����� £ ÉÄ� ± ���ÿ�#¥ ³�± É�¥§��� ± � ¢ ��¤!É»�]Ô	�Jï © ¥§��� £�°
� £�© «��¡¿�� £e³�£ ª�« £  Ê ¥§� ± ù cond(A) = ‖A‖2 ‖A−1‖2

À
Ç�� Ê�± ÉÎ�ú��	¯ cond(A) ¢ �ú ³�©�£�± �µÔ £ "¯	� £�° «�¥¬� ©�± ����� © ª ¢ �#¥®ú.¿	¥ ± � £�Ãî¢ ¥Q����Ô	��Á

³�£ "� ± «�¥®ú´�®¥ ¢ ¥ Ê ¥�¿ ³�£ Ì»� £ «vª ³�£ �ª Ê �������J� £ ������¤ ±²³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ� ±Ë© ��ü×��� ± ú¨Q ô;À:9 V
��� ± «���ù=� ³�© ¥§¤�� ±�Ê ��É»¤ £�ÃÄ£ �µ�#¥ Ê ��� ± ú.¿� £?³�£ « £�Ã ¥§ù=� ³�£ �;ú��	¯�¿¤;¥§¤ ³�©�£�± ÉíÍ £�¢�± �
³�£ �§� © ú´� £�Ê � £ ÉÄ� ± À
� £ ú#É»� ± «-É�«��JÉÎ Ê�± ÉÎ�¥ £ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#����� £ ÉÄ� ± �#¥ ³�©�± «�� © �QÉ ± «�«��»� ©�±�Ê � £�°e³�£  £ Á

Å)± �§�Ä"¯	� £&£�³�© � ¢ �Ä#����� £�° «�¥¬� ©�± ��� A = A∗ > 0
À�¸ �¬¥§¤ £�° «�¥¬� ©�± ��� Åÿ£�© Á

¢ ¥§� £ Ô�¥ ¦ £�© «�¥ ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	�#¥�À¡Æ £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J� Ê�± ÉÎ�¥ ³�£  £µÅ)± �	�Ä"¯	��� λi > 0
¿

i = 1, . . . ,m
¿�¥eÉ £	£ �	Ô§�»�	ÉÄ�	Ô¬ª�ù Óÿ± � ± «3É £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J�CÔ§��¤�� £�© � ϕi

¿
i = 1, . . . ,m



» f

£ ï © ¥®�»ª�ù=� £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	��� ° ï�¥®� ± ÉCÔ ³�©�£ ÉÄ� © ¥§��ÉÄ�	Ô§� Rm À�Ç�� ³�± ü×�µ«3� £�© «vª É ± «�Á
«��»� ©�±�Ê � £�°²³�£  £µÅ5± �	�Ä"¯	� £)£�³�© � ¢ �Ä#����� £�° «�¥¬� ©�± ���

‖A‖2 =
√

max
16i6m

(λAA∗)i =
√

max
16i6m

λ2
i = max

16i6m
λi,

± �»� Ê�± ÉÎ £5£ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#����� £ ÉÄ� ±

cond(A) =
max
16i6m

λi

min
16i6m

λi
.

�v¥®�» £µÅ)± « ± É»¤ £ « £ � © ��ü×��� ± �GÉ ± ÉÄ�§�µ«�� Q ô;À:9 V ± Ô§��¤�� £�© b ³�£ ï�¥®� ± ÉÎª

x =
m∑

i=1

Ciϕi, b =
m∑

i=1

βiϕi.

� £�¢ ÉÄ�¬¥§Ô ± «áÌ»� ±Ë© ¥®�» £�Å ��� ± ú²ÔlQ ô;À:9 V

A

(
m∑

i=1

Ciϕi

)
=

m∑
i=1

βiϕi ⇒
m∑

i=1

CiA(ϕi) =
m∑

i=1

βiϕi ⇒

m∑
i=1

Ciλi ϕi =
m∑

i=1

βiϕi ⇒ Ciλi = βi ⇒ Ci =
βi

λi
.

ä�ÉÎ ± �µ�#¥ Ê ��� ± � βi
�®¥ ¢ ¥§� £ É ³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ�	¯	ù εi

¿�� £ Ô © ¥®�» £µÅ ��� ±�±_© ��ü×��� ± ú xª)¤ £ Ì�¦¡¦ ± � ± �����¬¥ Ci =
βi

λi
+
εi

λi

³�£ ú#Ô¬�ú��»�	Éûú ³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ�	¯ ³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ�	¯ ∆Ci =

εi

λi

À
�Aª�ÉÄ�	¯ ³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ� ± |εi| 6 ε

¿
i = 1, . . . ,m

¿
λk °

«�¥§¤!É ± «�¥®"¯	� £ � ¿�¥ λl °
« ± Á

� ± «�¥®"¯	� £ � É £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J�G�µ�#¥ Ê ��� ± úO«�¥¬� ©�± ��� A
À"ý £�Ãî¢ ¥e« ± � ± «�¥®"¯	�#¥®ú £ ü ± ï�¤;¥

∆Ck
© ��ü×��� ± ú x É £	£ �	Ô§�»�	ÉÄ�	Ô¬ª��»�-�#¥ ³�© ¥§Ô¬#��� ± ùºÔ§��¤�� £�© ¥ ϕk

¿�¥þ«�¥§¤�É ± «�¥®"¯	�#¥®ú
£ ü ± ï�¤;¥ ∆Cl °

�#¥ ³�© ¥§Ô¬#��� ± ù Ô§��¤�� £�© ¥ ϕl

À
Ò £ "¯	üC¥®ú�Ô§�Ä ±�Ê�± �#¥ Ê�± ÉÎ�¥ £ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#����� £ ÉÄ� ±�£ �µ�#¥ Ê ¥¬�»�µ¿ Ê � £)£ ü ± ï�¤ ±�£ ¤ © ª Ã Á

#��� ± úeÔ ¢"£ "¯×�#¥ ³�© ¥§Ô¬#��� ±�° ϕk
± ϕl

É ± "¯	� £ÿ± É»¤;¥ Å ¥§ù=� © ��üÿ��� ± ��À�½¡¥ Ã �ú ¢ � £ Ì»� £
« £µÅ � £e³�© � ¢ ÉÄ�¬¥§Ô ± �	¯5�¬¥§¤�¿



» �

�\¶¸·º¹ � ¼��_ÂØÈTÎë¿�ÃÅÀ�Ï�ßÐ×Ø¿Áè�ÈTÆØ¿qÏ�ßÁÂ®¿ÐÉTÊ��qÎqÕ½ÂØÏ�ÉTÒºÏ�ÉTÊ�Ã��
ϕk, ϕl � ÍPÎKÒ½ÏÐÊ�ÏÐ×�ÏÐÜ�ÂØÈTè!¿ÁÊ�ÏÐÙ�Ã�ßÐÒÅÃ4ÎÐÝºÏÑá�ÆÅÇ'Ýá®¿ÁÆÅÆÅÇ'ÝXÍ®ÉTÕÅ×Ø¿ÁÎë¿}ÃÅÀ�Ï�ßÐ×Ø¿Áè�ÈTÆ�Ï�Ò½¿ÁÒÖÕÅ×�ÈÑÏ�ßÐ×Ø¿ÁÀÑËëÈTÊ�É�à
	ÑÊ�¿}Ï�ßÁÂ®¿ÐÉTÊ���Õ�Ï�áÖáØÈTÜ�ÉTÊ�Î�Ã�ÈÑÛéÏ�ßÐ×Ø¿ÁÊ�Æ�ÏÐÜ�Û_¿ÁÊ�×ÅÃÅÌÅÇ

A−1
áÅÂ�à�Õ½ÂØÏ�ÝëÏ�Ï�ßÐË�ÉÚÂØÏÐÎÐÂØÈTÆÅÆ�ÏÐÜ�������øÎ�Ê�ÏÐ×�ÏÐÞ�Ï�Õ�ÏÐ×ëàºá�ÒÅ¿��

��ÉÎ ± Ô ³  £ É»¤ £ ÉÄ� ± Q ϕk

¿
ϕl

V £ ü ± ï�¤ ± Ô®Í £�¢ ����Í ¢ ¥§������Íe#� Å ¥¬�HÔ	�;ª;� ©�± ¤ © ª Ã ¥ © ¥µÁ
¢�± ª�É�¥ ε ¿	� £¡¢ � ° ÉÄ�	Ô ± � £ ï © ¥¬�	� £�° «�¥¬� ©�± ��� A−1 QMÔ	� Ê�± ÉÎ#��� ± � © ��ü×��� ± ú)É ± ÉÄ�§�µ«��
Ax = b

V ³�© ��Ô © ¥ Ó ¥¬�»�)Ì»� £ �_¤ © ª Ã Ô)Ô	�J��ú#�;ª;�	� ° ÌÄ� ±�³ É	¿"¤ £ � £�© � ° �§�µ« ¢  ± �����»�
ÔG�#¥ ³�© ¥§Ô¬#��� ±�± Ô§��¤�� £�© ¥ ϕl

¿ Ê �µ«þï £ "¯	ü×� Ê�± ÉÎ £�£ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#����� £ ÉÄ� ± À!·�� £×£ �µ�#¥ Ê ¥µÁ
�»�µ¿ Ê � £´£ ü ± ï�¤!¥ © ��ü×��� ± úþÉ ± ÉÄ�§�µ«�� « £µÅ �»��ï��J�	¯��µ�#¥ Ê�± �§�Ä"¯	� £ ï £ "¯	ü×� ε À
� ©�±
± É ³�£ "¯¬� £ Ô�¥§� ±�± � £�Ê ����ÍO«��»� £�¢"£ Ô)É ± �¬ª!¥§� ± ú´ªµ�ª Ê üC¥¬�»�	Éûú.¿���ÉÎ ± Ô§��¤�� £�©Ë³�© ¥§Ô	��Í
Ê ¥§ÉÄ�§� °�£�© � £�ÃÄ£ �#¥®#����� ³  £ Í ± « “ É £ ï�ÉÄ�	Ô§������� «�Ô§��¤�� £�© ¥	«JÀ¼¨� £�Ãî¢ ¥ © ¥®�»ª�«�� £Q³�©�± «����;ú��	¯¡«��»� £»¢5© � Ã ª®�ú ©�± �®¥§� ±�± À ` ¥ ¢ ¥ ¢�± «�Éûúÿ����¤ £ � £�© � «
«�¥®"� «

δ
Q � © ª ¢ ��� ° Ô £�³�©�£ É	 �¤;¥§¤ ± «��¸V ± Ô�«���ÉÄ� £ É ± ÉÄ�§�µ«��

A x = b,

É © ��ü×��� ± �µ« x
¿�Ô © ¥®�» £µÅ ��� ±�± ¤ £ � £�©�£�ÃÄ£ ¤ £ Ì�¦¡¦ ± � ± �����	� Ci =

βi

λi

¿�ï§ª ¢ �µ« © �ÎÁ
üC¥¬�	¯5É ± ÉÄ�§�µ«vª

(A+ δE) x = b,

© ��ü×��� ± ù xδ
¤ £ � £�©�£�° É £	£ �	Ô§�»�	ÉÄ�	Ô¬ª�ù=�_¤ £ Ì�¦¡¦ ± � ± ������� Cδi =

βi

λi + δ

À
Æ © ¥§Ô	� ± « © ��ü×��� ± ú £ ï	� ± Í6É ± ÉÄ�§�µ«J¿�É Ê�± �¬¥®ú £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	�;ª�ù É ± ÉÄ�§�µ«vªþÔ§��¤�� £ Á

©�£ Ô ϕi

� £�© « ±�©�£ Ô�¥§��� £�° Q ‖ϕi‖ = 1
V2À�Æ��#¥ Ê ¥®�¥HÔ	� Ê�± ÉÎ ± «

‖x‖2 = (x, x) =
m∑

i=1

C2
i =

m∑

i=1

(
βi

λi

)2

‖xδ‖2 = (xδ, xδ) =
m∑

i=1

C2
δi =

m∑

i=1

(
βi

λi + δ

)2



» µ

ä�ÉÎ ± λi + δ 6= 0
¿�� £ lim

δ→0
‖xδ‖ = ‖x‖ À�ý�¥§¤ ¤;¥§¤ Ci − Cδi =

δβi

λi(λi + δ)

¿�� £_¢ �ú
ï £ "¯	ü ± Í��µ�#¥ Ê ��� ±�° λi

Ô	Ô§� ¢ ��� ± � δ ��� £ ¤;¥®�µ�rÔ�¥¬�»�þÉÎª Ó ��ÉÄ�	Ô§����� £�ÃÄ£ Ô¬ ± ú#� ± ú.¿�¥
¢ �ú��µ�#¥ Ê ��� ±�° λi � δ

|Cεi| =
|βi|

|λi + δ| � |Ci| =
|βi|
|λi|

� £ ��ÉÄ�	¯OÔ	¤;�¥ ¢ ÉÎ�¥ Ã ¥¬�µ«���Í�¿�É £	£ �	Ô§�»�	ÉÄ�	Ô¬ª�ù Óÿ± Í�«�¥®"� « λi
¿vÔ ³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ�	¯ © �ÎÁ

ü×��� ± úËÉÄ�¬¥§���»�)«�����¯	ü×��À



» å

+ â B åhß\��ævÛ�[�� �0h�è$[vÛ�ß'�! "Ü�Þ,(	Þ+Ù"ÛO%�ß�â

C æ�è$6
(	Þ'�! "Ü��5èY"¡ß\��ævÛ�[��´â
îêï�ð{ñ½ò�ñÁó,ñ½ô'õ,ñØö
>Ë¥¬� ©�± �#¥)�#¥®�µ�rÔ�¥¬�»�	Éûú ³�© ¥§Ô £�°´±  ± Ô§� © Í���� ° Q #��Ô £�°´±  ± � ±;Å ��� ° V�� © �ÎÁ
ª ÃÄ£ "¯	� £�° ¿���ÉÎ ±e¢ �ú´�»�¡ÌÄ#�µ«������ £ Ô aij

Ô	� ³�£ "�;ú#ù=�	Éûú © ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô�¥
aij = 0 ³�©�± i > j (i < j)

À�·�� ± «�¥¬� ©�± ��� ± «v��ù=�)Ô ±!¢

�\¶¸·º¹ b ¼��_ÂØÈTÎë¿KÉ�ÝëÈÑÛ_¿ÁÊ�ÃÅÄ�ÈÑÉTÒÅÃéÃ�ÀÑÏ�ßÐ×®¿Áè�ÈTÆØ¿qÕÅ×Ø¿ÁÎë¿Áà�� Î�ÈT×ëÝ½ÆÅà½à � Ê�×�ÈTËºÞ�ÏÁÂ���ÆØ¿ÁàéÛ_¿ÁÊ�×ÅÃÅÌØ¿½Í'ÉTÕÅ×Ø¿ÁÎë¿��
ÂØÈTÎë¿Áà�� ÆÅÃÅè!ÆÅà½à � Ê�×�ÈTËºÞ�ÏÁÂ���ÆØ¿Áà�Û_¿ÁÊ�×ÅÃÅÌØ¿��

�¨Ô�¥ ¢�© ¥¬�	���J��� © �Äª ÃÄ£ "¯	���J�×«�¥¬� ©�± ��� £ ï§�¥ ¢ ¥§ù �eÉÎ#� ¢ ª�ù Óÿ± « ± É»Ô £�° ÉÄ�	Ô�¥	« ±
9	À�ÉÎª�«�«�¥ ± ³�©�£�± �µÔ§� ¢ ��� ± � £�¢ � £�± «���������Í � © �Äª ÃÄ£ "¯	����Í «�¥¬� ©�± � ��ÉÄ�	¯+� © �ÎÁ

ª ÃÄ£ "¯	�#¥®úË«�¥¬� ©�± �#¥H� £�ÃÄ£5Å �×�#¥ ± «���� £ Ô�¥§� ± ú
³
ô;À £�³�© � ¢ �Ä ± �§�Ä"¯Ë� © �Äª ÃÄ£ "¯	� £�° «�¥¬� ©�± ��� © ¥§Ô§��� ³�©�£�± �µÔ§� ¢ ��� ± ù ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯®Á

����Í�ÌÄ#�µ«������ £ Ôk³
<�À.É £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J� Ê�± ÉÎ�¥�� © �Äª ÃÄ£ "¯	� £�° «�¥¬� ©�± ��� É £ Ô ³ ¥ ¢ ¥§ù=�²ÉH��� ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯®Á

��� « ± ÌÄ#�µ«������¬¥	« ± ³
?#À;����Ô	� ©�£µÅC¢ �����#¥®ú�QMÉ�«JÀ ³�©�±  £µÅ ��� ± ú´ÉÄ� © À Z0; V�� © �Äª ÃÄ£ "¯	�#¥®ú´«�¥¬� ©�± �#¥�#� Ã ¤ £

£ ï © ¥ Ó ¥¬�»�	Éûú ±_£ ï © ¥¬���#¥®ú�¤���� ° � £µÅ �¡� © �Äª ÃÄ£ "¯	�#¥®ú´«�¥¬� ©�± �#¥C� £�ÃÄ£ÿÅ �G�#¥ ± «���� £ Á
Ô�¥§� ± ú.À

� ��è&"¡è�Ü���ß"ævÜ��5è²Þ"æ���Þ,(	Þ"Ü�ß'�! "Ü��5èY"¡ß\��ævÛ�[��
îêï�ð{ñ½ò�ñÁó,ñ½ô'õ,ñØö Ç� Ó ��ÉÄ�	Ô§�����#¥®ú´«�¥¬� ©�± �#¥ U �#¥®�µ�rÔ�¥¬�»�	Éûú £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	� £�° ¿#��É2Á
 ± � © ¥§��É ³�£ � ±�©�£ Ô�¥§���#¥®úO«�¥¬� ©�± �#¥ U T

É £ Ô ³ ¥ ¢ ¥¬�»�5É £ ï © ¥¬�	� £�° U−1 ¿
�®À ��À

U TU = UU T = E
À



» ì

> £�¢ ª®"¯ £�³�© � ¢ �Ä ± �§�Ä�úH«�¥¬� ©�± ��� | det(U)| = 1
¿®�®ÀÖ¤�À

1 = det(E) = det(UU T) =

det(U) det(U T) = det2(U)
À

Ç�ÉÄ��É £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J� Ê�± ÉÎ�¥ £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	� £�° «�¥¬� ©�± �#¥ ³�£ « £�¢ ªµ"ù © ¥§Ô	��� 1
Àµò�� ° Á

ÉÄ�	Ô ± �§�Ä"¯	� £ ¿���ÉÎ ± ϕ ° É £ ï�ÉÄ�	Ô§������� ° Ô§��¤�� £�© ¿�É £	£ �	Ô§�»�	ÉÄ�	Ô¬ª�ù Óÿ±�° É £ ï�ÉÄ�	Ô§����� £ «vª
Ê�± ÉÎ�ª λ ¿�� £ ��ÉÄ�	¯ Uϕ = λϕ

¿�� £�Ãî¢ ¥

(Uϕ,Uϕ) = (λϕ, λϕ) = |λ|2(ϕ, ϕ)

(Uϕ,Uϕ) = (ϕ,U TUϕ) = (ϕ, ϕ)





⇒ |λ|2 = 1

` ¥	«��»� ± «J¿ Ê � £H¢ � ° ÉÄ�	Ô ± �×«�¥¬� ©�± ��� N]�#¥HÔ§��¤�� £�© ��� ± �®«����;ú��»�C� ÃÄ£ÿ¢  ± �;ª

‖Uϕ‖ =
√

(Uϕ,Uϕ) =
√

(ϕ, ϕ) = ‖ϕ‖
� ©�£�± �µÔ§� ¢ ��� ± � £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	����Í «�¥¬� ©�± �&�¬¥§¤ Å � £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	�#¥®ú «�¥¬� ©�± �#¥�¿ ³�£ Á
É»¤ £ "¯	¤;ª (UV )(UV )T = UV V TU T = UU T = E

À
cËævÛ�"¡è�æ�������è&"¡è�Ü���ß"ævÜ��43 Þ"æ���Þ,(	Þ"Ü�ß'�! "Ü��43ý"¡ß\��ævÛ�[�â
9	À� ó,ñ � ñ½ô"!$#ëð,ô%#'&(�)#*!�ð,õ"+,#Kï,ñ�ð{ñ.-.!$#Xô%/*0*/21_ö >Ë¥¬� ©�± �#¥ ³ � © ��ÉÄ�¬¥§� £ Ô £ ¤ Pij

³�£ Á
�ª Ê ¥¬�»�	Éûú.¿���ÉÎ ± ª5� ¢�± � ±�Ê � £�° «�¥¬� ©�± ��� ³ � © ��ÉÄ�¬¥§Ô ± �	¯ i ð�ª�ù ± j ð�ª�ù ÉÄ� ©�£ ¤ ± Q ±  ±
i
ð!� °´± j ð!� ° ÉÄ� £ #ï����WV2¿"�#¥ ³�©�± «�� © ¿"«�¥¬� ©�± �#¥ P24

© ¥®�®«�� © ¥ 5 × 5 ± «��»�»�5Ô ±!¢

P24 =




1 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 1




� ©�± ª�«�� £�Å ��� ±�± «�¥¬� ©�± ��� A © ¥®�®«�� © ¥ 5 × 5
�#¥

Pij
ÉÎ#��Ô�¥Oª�«�¥¬� ©�± ��� A

³ � © ��ÉÄ�¬¥§Ô¬�ú#ù=�	Éûú i ð;¥®ú ± j ð;¥®úHÉÄ� ©�£ ¤ ± ¿	¥ ³�©�± ª�«�� £µÅ ��� ±�± É ³�© ¥§Ô�¥Aª A ³ � © ��ÉÄ�¬¥§Ô®Á�ú#ù=�	ÉûúRü ð!� °)±43 Á�� ° ÉÄ� £ #ï����¡ÀP� ©�£ Ô§� © ¯��§��¿ Ê � £ «�¥¬� ©�± �#¥ Pij
ð £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	�#¥®ú.À

ô;À45 #*!�ð,õ"+%670�ð8#*9 ñ½ô'õ8&�ö Ç� Ó ��ÉÄ�	Ô§�����#¥®ú]«�¥¬� ©�± �#¥ Qij(ϕ)
ÌÄ#�µ«������¬¥ © � £�ÃÄ£

Ô © ¥ Ó ��� ± ú £ �� ±�Ê ¥¬�»�	Éîú £ �¡� ¢�± � ±�Ê � £�° «�¥¬� ©�± ��� Ê �»�	� © ¯�«�ú5ÌÄ#�µ«������¬¥	« ± ¿ © ¥§É ³�£ Á
 £µÅ ������� « ± �#¥ ³ � © ��ÉÄ� Ê ��� ±�± ÉÄ� ©�£ ¤ ± ÉÄ� £ #ï�� £ Ô_É×� £ «�� © ¥	« ± i ± j ¿��#¥ ³�©�± «�� © ¿



æºû

«�¥¬� ©�± �#¥ Q24(ϕ) © ¥®�®«�� © ¥ 5 × 5 ± «v�»�»�)Ô ±!¢

Q24(ϕ) =




1 0 0 0 0

0 cosϕ 0 − sinϕ 0

0 0 1 0 0

0 sinϕ 0 cosϕ 0

0 0 0 0 1




ýv¥§¤ ± �_«�¥¬� ©�± ���Ñ�#¥®�µ�rÔ�¥§ù=�	Éûú-�¬¥§¤ Å ��«�¥¬� ©�± �#¥	« ±+³�©�£ ÉÄ� £�ÃÄ£²³�£ Ô £�©�£ �¬¥�¿�«�¥¬� ©�± Á
�#¥	« ± ¶ ± Ô§����É�¥�À\� ©�£ Ô§� © ¯µ�§��¿ Ê � £ «�¥¬� ©�± �#¥ Qij

ð £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	�#¥®ú�À
<�À:5 #*!�ð,õ"+%6;/2!�ð8#2< ñ½ô'õ8&�ö >Ë¥¬� ©�± �#¥ £ � © ¥ Å ��� ± ú ° Ì»� £ �¬¥§¤;¥®ú £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯®Á

�#¥®ú «�¥¬� ©�± �#¥ P Q © ¥®�®«�� © ¥ m × m
V2¿ Ê � £6¢ �ú ³�©�£�± �µÔ £ "¯	� £�ÃÄ£ �����;ª®#��Ô £�ÃÄ£ mÁ«�� © � £�ÃÄ£ Ô§��¤�� £�© ÁñÉÄ� £ #ï��#¥ v = (v1, v2, . . . , vm)T

É ³�© ¥§Ô§� ¢  ± Ô £5© ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô £

Pv = σ‖v‖e, Qóô;À=Z�V

Ãî¢ � e = (1, 0, . . . , 0)T
¿"¥H¤ £ ��ÉÄ�¬¥§���¬¥ σ =

{
−1,

��ÉÎ ± v1 > 0,

1,
��ÉÎ ± v1 < 0.

À
� £ ¤;¥ Å �µ«J¿ Ê � £ ¿#��ÉÎ ± «�¥¬� ©�± �#¥ P ± «��»�»�5Ô ±!¢

P = E − 2
u uT

uT u
,

Qóô;ÀÈ÷0V

Ãî¢ � u = v−σ‖v‖e ¿�� £ Ô	� ³�£ "�;ú��»�	Éûú © ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô £ Q ô;À=Z V2¿µ�µÀ ��À P ú#Ô¬�ú��»�	Éûúÿ«�¥¬� ©�± ��� °
£ � © ¥ Å ��� ± ú¨Q ±  ± «�¥¬� ©�± ��� ° ¾¡¥»ª�ÉîÍ £  ¢ � © ¥�V2À
Æ��#¥ Ê ¥®�¥5Ô	� Ê�± ÉÎ ± «

uT u = (vT − σ‖v‖eT) · (v − σ‖v‖e) =

= ‖v||2 − 2σv1‖v‖ + ‖v||2 = −2‖v‖(σv1 − σ2‖v‖) = −2σ‖v‖ u1.

ý�� ³ � © ¯ÿ�®¥ ³�± ü×�µ«áÔ§��¤�� £�© v ÔHÔ ±!¢ � v = u+ σ‖v‖e ¿ ± Ô	� Ê�± ÉÎ ± «

Pv = u+ σ‖v‖e− 2

(
u uT u

uT u

)
− 2σ‖v‖

(
u uT e

uT u

)
=

= u+ σ‖v‖e− 2u+ 2σ‖v‖ uu1

2σ‖v‖u1
= σ‖v‖e.



æØ»

Ç��Jï £�© ¤ £ ��ÉÄ�¬¥§���	� σ ��� ³�£ �µÔ £ �ú��»� ³ � © Ô £�° ¤ £ « ³�£ �������§� u1
Ô§��¤�� £�© ¥ u £ ï © ¥¬� ± �	¯®ÁÉûúOÔ_�;ª®"¯�¿�ï £ #�»�×� £�ÃÄ£ |u1| > ‖v‖ ¿ Ê � £ ª�«�����¯	üC¥¬�»�_Ô¬ ± ú#� ± � £ ü ± ï £ ¤ £ ¤ © ª Ã #�ÎÁ� ± ú.À

>Ë¥¬� ©�± �#¥ P É ± «�«��»� ©�±�Ê �#¥ ±�£�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	�#¥�¿ ¢ � ° ÉÄ�	Ô ± �§�Ä"¯	� £

P T = E − 2
(uT)T uT

uT u
= E − 2

u uT

uT u
,

P P T = E − 4
u uT

uT u
+ 4

u uTu uT

(uT u)2 = E − 4
u uT

uT u
+ 4

u (uTu)uT

(uT u)2 = E.

Æ Ã � £ «��»� ©�±�Ê ��É»¤ £�° � £�Ê ¤ ± � © ��� ± ú ³�© � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ± �C¾¡¥»ª�ÉîÍ £  ¢ � © ¥�Q ª�«�� £µÅ �ÎÁ
� ± ��«�¥¬� ©�± ��� £ � © ¥ Å ��� ± ú P �#¥ Ô§��¤�� £�© V���ÉÄ�	¯ £ � © ¥ Å ��� ± � ³�©�£�± �µÔ £ "¯	� £�ÃÄ£ Ô§��¤�� £ Á
© ¥ y ∈ Rm £ �	� £ É ± �§�Ä"¯	� £ m−1

ð¡«�� © � £�ÃÄ£ ³�£�¢�³�©�£ ÉÄ� © ¥§��ÉÄ�	Ô�¥ S £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	� £�ÃÄ£Ô§��¤�� £�© ª u À�ý�¥§¤ £�° Ô	�rÔ £�¢ ÉÎ#� ¢ ª��»� ± ��ÉÎ#� ¢ ª�ù Óÿ± Í´É £	£ �	� £ ü×��� ±�°  
9	À���ÉÎ ± s ∈ S

¿�� £ Ps = s− 2
u uT

uT u
s = s

¿��®¥§¤Ë¤;¥§¤
uTs = 0

¿
ô;À
Pu = u− 2

u uT

uT u
u = −u ¿

<�À ³�©�£�± �µÔ £ "¯	��� ° Ô§��¤�� £�© y ∈ Rm « £µÅ � £)³�© � ¢ ÉÄ�¬¥§Ô ± �	¯)ÔHÔ ±!¢ � y = αu+ βs
Q
α ± β ð_����¤ £ � £�© �J�×¤ £ ��ÉÄ�¬¥§���	�WVÎ¿#� £�Ãî¢ ¥ Py = αu− βs

À

c²Þ"Ú���Û ��æ�è$6
(	Þ'�! "Ü��5èF"¡ß\��ævÛ�[��´â
îêï�ð{ñ½ò�ñÁó,ñ½ô'õ,ñØö >Ë¥¬� ©�± �#¥)�#¥®�µ�rÔ�¥¬�»�	Éûú ³�© ¥§Ô £�° Q #��Ô £�° V ³�£�Ê � ± � © �Äª ÃÄ£ "¯	� £�°
±  ±´³�© ¥§Ô £�° Q #��Ô £�° VJ«�¥¬� ©�± ��� ° ¾Q��É»ÉÄ����ï	� ©�Ã ¥�¿!��ÉÎ ±_¢ �ú´�»�¡ÌÄ#�µ«������ £ Ô
Aij

Ô	� ³�£ "�;ú#ù=�	Éûú²É £	£ �	� £ ü×��� ± ú aij = 0 ³�©�± i > j + 1(i < j − 1)
À

ý�¥§¤ ± �×«�¥¬� ©�± ��� ± «���ù=�)Ô ±!¢

�\¶¸·º¹ f ¼'�_ÂØÈTÎë¿OÉ�ÝëÈÑÛ_¿ÁÊ�ÃÅÄ�ÈÑÉTÒÅÃ�ÃÅÀ�Ï�ßÐ×Ø¿Áè�ÈTÆØ¿OÕÅ×Ø¿ÁÎë¿Áà
� Î�ÈT×�Ý½ÆÅà½à � Õ�ÏÐÄÅÊ�Ã}Ê�×�ÈTËºÞ�ÏÁÂ���ÆØ¿Áà}Û_¿ÁÊ�×ÅÃÅÌØ¿½ÍºÉTÕÅ×Ø¿ÁÎë¿�FÂØÈTÎë¿Áà�� ÆÅÃÅè!ÆÅà½à � Õ�ÏÐÄÅÊ�Ã�Ê�×�ÈTËºÞ�ÏÁÂ���ÆØ¿Áà�Û_¿ÁÊ�×ÅÃÅÌØ¿



æ½æ

Æª�«�«�¥ ±]³�©�£�± �µÔ§� ¢ ��� ± � £�¢ � £�± «���������Í ³�£�Ê � ± � © �Äª ÃÄ£ "¯	����Í ¤�Ô�¥ ¢�© ¥¬�	����Í
«�¥¬� ©�± � ��ÉÄ�	¯ ³�£�Ê � ± � © �Äª ÃÄ£ "¯	�#¥®úZ«�¥¬� ©�± �#¥á� £�ÃÄ£�Å �+�#¥ ± «���� £ Ô�¥§� ± ú.ÀêA�ù=ï�¥®ú
«�¥¬� ©�± �#¥ £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	� £�³�£�¢"£ ï��#¥7Q £�³�© � ¢ �Ä#��� ± � ³�£»¢"£ ï ± ú É�«JÀ ÷_9 V ³�£�Ê � ± � © �ÎÁ
ª ÃÄ£ "¯	� £�° «�¥¬� ©�± ����À

+ â L åhè$��Þ&%�� æ�è!ç-è�ÜvÛ.- àHG#IKJ
>��»� £�¢ � © ��ü×��� ± ú²Æ�AGÕ�¸ « £µÅ � £ ª�ÉÎ £ Ô	� £)© ¥®� ¢ �Ä ± �	¯5�#¥ ¢ Ô§� Ã»© ª ³�³ �Z«��»� £ Á

¢"£ Ô� 
9	À»ý £�Ê ���J��Q ³�© ú"«��J�¸V�«��»� £�¢ �¡¿ ³�£ �µÔ £ �ú#ù Óÿ± � ³�©�±¡£ �	ÉÎª;�	ÉÄ�	Ô ±�±�£ ü ± ï £ ¤ £ ¤ © ª Ã Á

#��� ± ú ³�£ �ª Ê�± �	¯Q� £�Ê � £ � © ��ü×��� ± ��®¥A¤ £ ��� Ê � £ � Ê�± ÉÎ £Q£�³ � © ¥§� ±�° À¬ý�¥§¤ ± �r«��»� £�¢ �
£ ï�� Ê � £-³�©�± «����;ú#ù=�	Éûú ³�©�±&© ��ü×��� ±�± �ñ���»ï £ "¯	ü ± Í “ É ± ÉÄ�§�µ«JÀÆ ± ÉÄ�§�µ«�� ¤;¥§¤ £�ÃÄ£
³�£�© ú ¢ ¤;¥ « £µÅ � £ É Ê�± �¬¥¬�	¯þ���»ï £ "¯	ü ± « ± �®¥§Ô ± É ± � £ � ¢"£ ÉÄ�¬ª ³ � £�° Ô	� Ê�± ÉÎ ± �§�Ä"¯®Á
� £�° �§�ÎÍ�� ± ¤ ± À
ô;À�¼Q�§� © ¥§� ±�£ �����J�H«��»� £�¢ �¡¿�É ³�£ « £�Ó ¯	ùh¤ £ � £�© ��Í © ��ü×��� ± � ³�£ �ª Ê ¥¬�»�	ÉûúO¤;¥§¤

³�© � ¢ �Ä ³�£ ÉÎ#� ¢"£ Ô�¥¬�§�Ä"¯	����Í ³�©�± ï§ ±;Å ��� ±�° ¤ © ��ü×��� ± ù×À�·�� ± «��»� £�¢ � £ ï�� Ê � £
³�©�± «����;ú#ù=�	Éûú ³�©�±Ë© ��ü×��� ±�± � ï £ "¯	ü ± Í “ É ± ÉÄ�§�µ«JÀ

+ â * êÿÞ\hvæ�Þ,��� Û 6jhvæ�ß'd�Ü�è�ÜvÛ.-w%���- ��ß,"¡Þ\hvæ�Þ�Ù�è�ævÝvÛ
9	À�Æ�¦ £�© «vª® ±�© ª ° �	� £�³�© � ¢ �Ä#��� ± �)� £�© «��RÔ§��¤�� £�© ¥ ± � £�© «��R«�¥¬� ©�± ���¡À.ò £ Á

¤;¥ Å)± �§��¿ Ê � £ max
16i,j6m

|aij|
���¡ú#Ô¬�ú��»�	Éûú´� £�© « £�° «�¥¬� ©�± ���¡À

ô;À�� ©�£ Ô§� © ¯��§��¿ Ê � £ M(A)
ª ¢"£ Ô¬#�»�	Ô £�© ú��»� £�³�© � ¢ �Ä#��� ± ù � £�© «�� ± É £�Ã �¥§É £ Á

Ô�¥§�#¥HÉ¡� £�© «�¥	« ± Ô§��¤�� £�© ¥ ‖x‖α
¢ �ú α = 1.2.3

À
<�ÀX� ©�£ Ô§� © ¯µ�§��¿ Ê � £ S(A)

ª ¢"£ Ô¬#�»�	Ô £�© ú��»� £�³�© � ¢ �Ä#��� ± ù�� £�© «�� ± É £�Ã �¥§É £ Ô�¥§�#¥
É¡� £�© «�¥	« ± Ô§��¤�� £�© ¥ ‖x‖α

¢ �ú α = 1.2.3
?#À�ò £ ¤;¥ Å5± �	��¿ Ê � £ � £�© «��`Ô§��¤�� £�©�£ ÔHª ¢"£ Ô¬#�»�	Ô £�© ú#ù=�e��� © ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô�¥	«�Q ô;ÀÈô V2À

‖x‖∞ 6 ‖x‖1 6 m‖x‖∞,

‖x‖∞ 6 ‖x‖2 6
√
m‖x‖∞,

‖x‖1/
√
m 6 ‖x‖2 6 ‖x‖1.



æ �

ø;À"¼A� £ ï © ¥®� ± �§�G�#¥ ³  £ É»¤ £ ÉÄ� ± «�� £µÅ ��ÉÄ��Ô £ x : ‖x‖α = 1 ¢ �ú α = 1, 2, 3
À

Z�À�ò £ ¤;¥ Å)± �§� ³�£»¢�Ê�± ������� £ ÉÄ�	¯H� £�© «�«�¥¬� ©�± � ‖A‖α
� £�© «��¨Ô§��¤�� £�© ¥ ‖x‖α

¢ �ú
α = 1.2.3

À
÷;À\�Q� © � Ê�± ÉÎ ± �§��É»Ô £�° ÉÄ�	Ô�¥ Ê�± ÉÄ�Ä £ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#����� £ ÉÄ� ±´±�¢"£ ¤!¥ Å)± �	� ± Í�À
ö�À,> £µÅ � £  ± ª;�	Ô§� ©�ÅC¢ ¥¬��¯�¿ Ê � £ ��ÉÎ ±�£�³�© � ¢ �Ä ± �§�Ä"¯e«�¥¬� ©�± ��� «�¥®�¿�� £ «�¥¬�®Á

©�± �#¥ ³  £ Í £5£ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#���#¥=�H� ©�± Ô§� ¢�± �§� ³�©�± «�� © À
;�À\�¡¥§¤ £�° «��»� £»¢ © ��ü×��� ± ú²Æ�AGÕ�¸ �#¥®�µ�rÔ�¥¬�»�	Éûú�� £�Ê ��� «��
9�õ�À,� £�Ê �µ«vª ³�©�±²© ��ü×��� ±�± Æ�AGÕ�¸h� £�Ê ���r« ± «��»� £�¢ ¥	« ± �#¥5Ô	� Ê�± ÉÎ ± �§�Ä"¯	� £�°

�§�ÎÍ�� ± ¤�� ³�£ ú#Ô¬�ú��»�	Éûú ³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ�	¯ © ��ü×��� ± ú,�
909	À;ëQ� £ Í;¥ © ¥§¤��§� ©�± �»ª��»� Ê�± ÉÎ £�£ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#����� £ ÉÄ� ±e³�©�±_³�©�± ï§ ±;Å ����� £ « © ��ü×�ÎÁ

� ±�± Æ�AGÕ�¸)�
9µô;À,�¡¥§¤��®¥§Ô ± É ± � £ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#����� £ ÉÄ�	¯)É ± ÉÄ�§�µ«�� £ �5� £�Ê � £ ÉÄ� ± Ô	� Ê�± ÉÎ ± �§�Ä"¯	� £�°

�§�ÎÍ�� ± ¤ ± �
9Ø<�À;ò £ ¤;¥ Å)± �§��¿ Ê � £H¢ �úË� £�© « «�¥¬� ©�± �ËÔ	� ³�£ "�;ú#ù=�	ÉûúË��� © ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô�¥

M(A)

m
6 ‖A‖∞ 6 M(A)

S(A)√
m

6 ‖A‖2 6 S(A)

9Å?#À"Ç�� Ê�± ÉÎ ± �§� Ê�± ÉÎ £5£ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#����� £ ÉÄ� ± «�¥¬� ©�± ��� A =




5 7

7 10




9µøH�v¥§É»É�« £ � ©�± �§�×É ± ÉÄ�§�µ«vª

x1 + 0.99 x2 = 1.99,

0.99 x1 + 0.98x2 = 1.97,

ª ¤ £ � £�©�£�° � £�Ê ��� « © ��ü×��� ± �µ«&ú#Ô¬�ú��»�	Éûú x1 = 1 ± x2 = 1
À�Ç�� Ê�± ÉÎ ± �§�)¤!¥§¤ ± «

£ ü ± ï�¤;¥	« ³�© ¥§Ô £�°´Ê ¥§ÉÄ� ±´£ �	Ô§� Ê ¥¬�»� © ��ü×��� ± � x1 = 3 ± x2 = −1.0203
À



æ b

> ? � v � tA@ ~F�
z��j	 t ��
£��
����¤ �CBEDGF

Ò £ "¯	ü ± ��ÉÄ�	Ô £ � £�Ê ����ÍÿQ ³�© ú"«���Í\VË«��»� £�¢"£ Ô © ��ü×��� ± ú Æ�AGÕ�¸ £ É»� £ Ô�¥§� £ �#¥
³�© � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ±�± É ± ÉÄ�§�µ«��þQ ô;À:9 V�¤)Ì�¤�Ô ± Ô�¥®#�����	� £�° É ± ÉÄ�§�µ«��=É � © �Äª ÃÄ£ "¯	� £�° «�¥¬�®Á
©�± ��� ° À
ý�¥§¤�¿���ÉÎ ± «�¥¬� ©�± �#¥ A = L U

¿ Ãí¢ � L ð�#��Ô�¥®ú�QIH � � ��¿"� ±;Å �;ú�ú�V2¿ U ð´Ô§� © Í��;ú�ú
QIJKK � �Ä¿ ³�© ¥§Ô�¥®ú,V�� © �Äª ÃÄ£ "¯	���J�G«�¥¬� ©�± ���¡¿�� £H± ÉîÍ £�¢ �;ª�ù Æ�AGÕ�¸ Q ô;À:9 V« £µÅ � £ �®¥µÁ
³�± É�¥¬�	¯)ÔHÔ ±!¢ �

L Ux = b.

����ü×��� ± �¡�¬¥§¤ £�° É ± ÉÄ�§�µ«��`É»Ô £»¢�± �	ÉûúË¤ © ��ü×��� ± ù ¢ Ô¬ª�Í²Æ�AGÕ�¸

Ly = b
Q ³�© ú"« £�° Í £�¢ V ,

Ux = y
Q £ ï © ¥¬�	��� ° Í £�¢ V .

½¡¥��¬¥§¤ £ « LU Á © ¥®�» £µÅ ��� ±�±_£ É»� £ Ô�¥§�5Í £�©�£ ü £C± �µÔ§��ÉÄ�	��� ° «��»� £�¢ ¶!¥»ª�É»É�¥�ÀP�¡¥ Å Á
¢ ¥®ú ± �´Ì»� ± Í�É ± ÉÄ�§�µ« © ��üH¥¬�»�	Éîú ³�©�£�Ó � Ê �µ« Q ô;À:9 V2¿��¬¥§¤�¤;¥§¤ £ � ± � © �Äª ÃÄ£ "¯	���J��À
ò�� ° ÉÄ�	Ô ± �§�Ä"¯	� £ ¿��®¥ ³�± ü×�µ«áÉ ± ÉÄ�§�µ«vª Ly = b

ÔHÔ ±!¢ �

l11y1 = b1,

l21y1+ l22y2 = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

lm−1,1y1+ lm−1,2y2+ . . .+ . . .+ lm−1,m−1ym−1 = bm−1,

lm1y1+ lm2y2+ . . .+ . . .+ lm,m−1ym−1+ lmmym = bm.

¼A� ³ � © Ô £�ÃÄ£ ª © ¥§Ô	����� ± úËÔ	� Ê�± ÉÎ�ú��»�	Éûú y1 = b1/l11
¿"¥C�®¥¬�§�µ«�Ô	ÉÄ� £ ÉÄ�¬¥®"¯	���J�G�µ�#¥µÁ

Ê ��� ± ú yi
³�£ ¦ £�© «vª®#�

yi =

bi −
i−1∑
k=1

likyk

lii
i = 2, . . . ,m.



æ f

ÕQ�#¥® £�Ã»±�Ê � £ ¿ ³�©�±�£ ï © ¥¬�	� £ «�Í £�¢ � © ��üC¥¬�»�	Éûú´É ± ÉÄ�§�µ«�¥ Ux = y

u11x1+ u12x2+ u13x3+ . . .+ . . .+ u1mxm = y1,

u21x2+ u23x3+ . . .+ . . .+ u2mxm = y2,

. . . . . . . . . . . . ,

um−1,m−1xm−1+ ummxm = ym−1

ummxm = ym.

¼A� ³�£ ÉÎ#� ¢ ��� ÃÄ£ ª © ¥§Ô	����� ± úËÔ	� Ê�± ÉÎ�ú��»�	Éûú xm = ym/umm
¿��®¥¬�§�µ«�Ô	ÉÄ� £ ÉÄ�¬¥®"¯	���J�

¤ £ « ³�£ �������	� xi
Ô§��¤�� £�© ¥ x ³�£ ¦ £�© «�ª®#�

xi =

yi −
m∑

k=i+1

uikxk

uii
i = m− 1,m− 2, . . . , 1.

Ç £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	����Í5«��»� £�¢ ¥µÍ ± É ³�£ "¯¬�»ª��»�	Éîú © ¥®�» £µÅ ��� ± �r�#¥ ³�©�£�± �µÔ§� ¢ ��� ± � £�© Á
� £�ÃÄ£ �#¥®"¯	� £�° «�¥¬� ©�± ��� Q ±�³�© ¥§Ô £�° � © �Äª ÃÄ£ "¯	� £�° R Q �ÐüML=N��ºV�Q

QR
ð © ¥®�» £µÅ ��� ± �

«�¥¬� ©�± ��� A
V2À"Ç Ì»� £ «�ÉÎ�ª Ê ¥¬�×Æ�AGÕ�¸²Q ô;À:9 V�®¥ ³�± É»�rÔ�¥¬�»�	ÉîúËÔHÔ ±!¢ �

QRx = b,

±O© ��ü×��� ± �ÿÉ ± ÉÄ�§�µ«�� Q ô;À:9 V ³�£ �ª Ê ¥¬�»�	Éûú £�³�± É�¥§����� « Ô	�rü×� £ ï © ¥¬�	��� «&Í £�¢"£ « ± �
É ± ÉÄ�§�µ«��`É ³�© ¥§Ô £�° � © �Äª ÃÄ£ "¯	� £�° «�¥¬� ©�± ��� °

Rx = QTb.

B â � OQP 5Gæ�ß%R0��Þ_d-è�ÜvÛ�èF"¡ß\��ævÛ�[��
�Aª�ÉÄ�	¯

Am °
¤�Ô�¥ ¢�© ¥¬�	�#¥®úO«�¥¬� ©�± �#¥ © ¥®�®«�� © ¥ m×m

À
S ñ./�ð{ñ �)# £ ï LU Á © ¥®�» £µÅ ��� ±�± «�¥¬� ©�± ���¡À
ä�ÉÎ ± Ô	ÉÄ� Ã �¥§Ô	���J��« ± � £�© �]«�¥¬� ©�± ��� Am

£ �� ±�Ê ��� £ �)�;ªµ�ú.¿��µÀ ��À

a11 6= 0,

∣∣∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣
6= 0, . . . , det(Am) 6= 0,

� £ «�¥¬� ©�± �#¥ Am
³�© � ¢ ÉÄ�¬¥§Ô ± «�¥HÔ5Ô ±!¢ � Am = LU

À



æ �

` ¥	«��»� ± «J¿ Ê � £ ��ÉÎ ± «�¥¬� ©�± �#¥ Am
���HÔ	� ©�£µÅC¢ ���#¥�¿�� £Ë³ � © ��ÉÄ�¬¥§� £ Ô	¤ £�° ÉÄ� ©�£ ¤

± ÉÄ� £ #ï�� £ Ô-« £µÅ � £ ¢"£ ï ± �	¯	Éûú.¿ Ê � £ ï��xÔ	ÉÄ��Ô§� ¢ ª Óÿ± �/Q Ã �¥§Ô	���J�¸Vÿ« ± � £�© � ï��� ±
£ �� ±�Ê ��� £ �5�;ª®�ú.À
T /21U#'VW#*! ñÁó"XU-.!Y0*/�ö ¼¨É ³�£ "¯¬�»ª��µ«á«��»� £�¢ «�¥¬�§�µ«�¥¬� ±�Ê ��É»¤ £�°Ë± � ¢ ª�¤�� ±�± À
ä�ÉÎ ± m = 1

¿�� £ a11 = l11 · u11
À

�Aª�ÉÄ�	¯ ¢ �ú m− 1
É ³�© ¥§Ô§� ¢  ± Ô £ Am−1 = Lm−1 · Um−1

¿ ³�£ ¤;¥ Å �µ«J¿ Ê � £ Am =

Lm · Um
À ` ¥ ³�± ü×�µ«�«�¥¬� ©�± �;ª Am

Ô5Ô ±!¢ �

Am =







a11 . . . . . . a1,m−1

a21 a22 . . . a2,m−1

. . . . . . . . . . . .

am−1,1 . . . . . . am−1,m−1







a1m

a2m

. . .

am−1,m




(
am−1 . . . . . . am−1,m

)
amm




=

=



Am−1 u

vT amm


 ,

Ãî¢ � u ∈ Rm−1 ð5Ô§��¤�� £�© ÉÄ� £ #ï	����¿;¥ vT ∈ Rm−1 ðHÔ§��¤�� £�© ÉÄ� ©�£ ¤;¥�À�Ò�ª ¢ �µ« © ¥®�µ�rÉ2Á
¤ ± Ô�¥¬�	¯)�¬¥§¤ ± �ÿÔ§��¤�� £�© � xT

¿
y ±ËÊ�± ÉÎ�¥ lmm

¿
umm

¿ Ê � £ ï�� Ô	� ³�£ "�;ú� £ É»¯ © ¥§Ô§���!Á
ÉÄ�	Ô £

Am =



Lm−1 0

xT lmm




︸ ︷︷ ︸
L



Um−1 y

0 umm




︸ ︷︷ ︸
U

=



Am−1 u

vT amm


 .

� £ ÉÎ#� ³ � © �µ«�� £�Å ��� ± ú²«�¥¬� ©�± � L ± U ¿ ³�£ �ª Ê ¥§ù=�	Éûú © ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô�¥

Am−1 = Lm−1Um−1,

Lm−1y = u, xTUm−1 = vT ,

xTy + lmmumm = amm.
�Q� © Ô £ � ± �þÌ»� ± Í © ¥§Ô§����ÉÄ�	ÔáÔ§� © � £á³�£�³�© � ¢�³�£  £µÅ ��� ± ù×À=¼A�6ÉÎ#� ¢ ª�ù Óÿ± Í ¢ Ô¬ª�Í
£�³�© � ¢ �Ä�ú#ù=�	ÉûúþÔ§��¤�� £�© � y = L−1

m−1u
± xT = vTU−1

m−1

À�Æª Ó ��ÉÄ�	Ô £ Ô�¥§� ± � L−1
m−1

±



æ µ

U−1
m−1

ÉÎ#� ¢ ª��»� ± �eª�ÉÎ £ Ô ±�° �§� £�© �µ«��¡À ` �#¥ Ê ��� ± ú lmm
± umm

£�³�© � ¢ �Ä�ú#ù=�	Éûú ± �
³�£ ÉÎ#� ¢ ��� ÃÄ£5© ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô�¥H���»� ¢�± ��ÉÄ�	Ô§����� £ À
ýv¥§¤ ± « £ ï © ¥®� £ «J¿'MON Á © ¥®�» £µÅ ��� ± ��«�¥¬� ©�± ��� Am

ÉÎª Ó ��ÉÄ�	Ô¬ª	�»�®¿�� £H£ � £ ��� £�¢ Á
� £ �µ�#¥ Ê � £ À

S ñ./�ð{ñ �)# £ ï LDU ð © ¥®�» £µÅ ��� ±�± «�¥¬� ©�± ���¡À
ä�ÉÎ ± Ô	ÉÄ� Ã �¥§Ô	���J��« ± � £�© �]«�¥¬� ©�± ��� A £ �� ±�Ê ��� £ �5�;ª®�ú.¿�� £ ��ÉÄ�	¯

a11 6= 0,

∣∣∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣
6= 0, . . . , det(A) 6= 0,

� £ «�¥¬� ©�± �#¥ A ³�© � ¢ ÉÄ�¬¥§Ô ± «�¥G� ¢�± ��ÉÄ�	Ô§������� « £ ï © ¥®� £ «-Ô×Ô ±!¢ � A = LDU
¿ Ãí¢ � L ¿

U
ÁQ#��Ô�¥®ú ±�³�© ¥§Ô�¥®ú+� © �Äª ÃÄ£ "¯	���J�´«�¥¬� ©�± ��� Ée� ¢�± � ±�Ê ��� « ±-¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	��� « ±

ÌÄ#�µ«������¬¥	« ± lii = 1 ± uii = 1
¿v¥

D
Á ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	�#¥®ú�«�¥¬� ©�± �#¥OÉe�����;ª®#��Ô	� « ±

ÌÄ#�µ«������¬¥	« ± À
T /21U#'VW#*! ñÁó"XU-.!Y0*/�ö � Ê ��Ô ±!¢ � £ ¿ Ê � £ © ¥®�» £µÅ ��� ± � A = LU

¿v« £µÅ � £ �®¥ ³�± É�¥¬��¯²Ô
Ô ±!¢ � A = LDU

¿ Ãî¢ �×ªO«�¥¬� ©�± ��� M ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	���J�CÌÄ#�µ«������	� lii = 1 ± ªO«�¥¬�®Á
©�± ���úN ° uii = 1

À�ý © �»ï§ª��»�	Éûú ¢"£ ¤;¥®�®¥¬�	¯�¿ Ê � £ �®¥§¤ £ � © ¥®�» £µÅ ��� ± �¡� ¢�± ��ÉÄ�	Ô§����� £ À
�Aª�ÉÄ�	¯CÌ»� £ ���¡�®¥§¤�¿��µÀÖ��ÀP÷Îª Ó ��ÉÄ�	Ô¬ª�ù=� © ¥®�» £µÅ ��� ± ú A = L1D1U1

± A = L2D2U2
À

¼A� © ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô�¥ L1D1U1 = L2D2U2
ÉÎ#� ¢ ª��»�®¿ Ê � £ U1U

−1
2 = D−1

1 L−1
1 L2D2

Àj� © ¥µÁ
Ô�¥®ú�� © �Äª ÃÄ£ "¯	�#¥®ú «�¥¬� ©�± �#¥ U1U

−1
2

© ¥§Ô	�#¥O#��Ô £�° D−1
1 L−1

1 L2D2
¿���ÉÎ ±á£ � ±�£ ï	�

¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	���J��À�ýv¥§¤5¤;¥§¤ ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	���J�rÌÄ#�µ«������	� «�¥¬� ©�± � U1
± U2

© ¥§Ô	����� ¢�± Á
� ± ����¿�� £)³�£ �ª Ê ¥¬�»�	Éûú U1U

−1
2 = D = E ⇒ U1 = U2

À;ÕQ�#¥® £�Ã»±�Ê � £)± � © ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô�¥
D−1

1 L−1
1 L2D2 = E

ÉÎ#� ¢ ª��»�µ¿ Ê � £ L−1
1 L2 = D1D

−1
2

À�ý�¥§¤ ¤;¥§¤ ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	���J�
ÌÄ#�µ«������	�º«�¥¬� ©�± � L1

± L2
© ¥§Ô	���x� ¢�± � ± ����¿�� £ L−1

1 L2 = E ⇒ L1 = L2
±

D1 = D2
À

IR�!(	Þ"ævÛ��k" h�Þ,�0��æ�Þ�è�ÜvÛ.- OQP 5Gæ�ß%R0��Þ_d-è�ÜvÛ.-7"¡ß\��ævÛ�[��
·�� £ �_¥® ÃÄ£�©�± ��« É £ ÉÄ� £�± � ± �[ZxüC¥ ÃÄ£ Ô�À�½¡¥H¤;¥ ÅC¢"£ « üC¥ Ã �GÉ £	£ �	Ô§�»�	ÉÄ�	Ô¬ª�ù Óÿ±�°

¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	��� ° ÌÄ#�µ«������ ³�© � £ ï © ¥®�»ª��»�	ÉûúáÔ 9	¿�¥OÌÄ#�µ«������	�¡¿�ÉÄ� £ ú Óÿ± � ³�£�¢ � ± «J¿
³�© � £ ï © ¥®�»ª�ù=�	ÉûúËÔ)õ�À



æ å

½¡¥ ³ � © Ô £ «áüC¥ Ã ��«�¥¬� ©�± �#¥

A =




a11 a12 . . . . . . . . . . . . a1m

a21 a22 . . . . . . . . . . . . a2m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am−1,1 am−1,2 . . . . . . . . . . . . am−1,m

am1 am2 . . . . . . . . . . . . amm




³�© � £ ï © ¥®�»ª��»�	Éûú´Ô)«�¥¬� ©�± �;ª

A(1) = L1D1A =




1 a
(1)
12 . . . . . . . . . . . . a

(1)
1m

0 a
(1)
22 . . . . . . . . . . . . a

(1)
2m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 a
(1)
m−1,2 . . . . . . . . . . . . a

(1)
m−1,m

0 a
(1)
m2 . . . . . . . . . . . . . . . a

(1)
mm




,

Ã #� D1 =




1/a11 0 0 . . . 0

0 1 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1




¿
L1 =




1 0 0 . . . 0

−a21 1 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

−am1 0 0 . . . 1




.

� £�¢�©�£ ï�� £ÿ© ¥§É»É�« £ � ©�± « k Áñ� ° üC¥ Ã À_� £ ÉÎ#� k− 1
üC¥ Ã ¥�«�¥¬� ©�± �#¥ A(k−1) ± «��»�»�



æ ì

Ô ±!¢

A(k−1) = Lk−1Dk−1 . . . L1D1A =




1 a
(1)
12 . . . . . . . . . . . . a

(1)
1m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 1 0 a
(k−1)
k−1,k . . . . . . a

(k−1)
k−1,m

0 0 1 a
(k−1)
kk . . . . . . a

(k−1)
k,m

0 0 0 a
(k−1)
k+1,k . . . . . . a

(k−1)
k+1,m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 a
(k−1)
mk . . . . . . a

(k−1)
mm




¸¡«�� £µÅ)± « «�¥¬� ©�± �;ª A(k−1) É»�#¥ Ê ¥®�¥H�#¥ ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	�;ª�ù «�¥¬� ©�± �;ª Dk

Dk = diag(1, . . . , 1, 1/a
(k−1)
kk , . . . , 1),

¥ÿ�®¥¬�§�µ«��#¥ÿ#��Ô¬ª�ù]� © �Äª ÃÄ£ "¯	�;ª�ùh«�¥¬� ©�± �;ª Lk

Lk =




1 . . . . . . . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 0 . . . 0

0 . . . −a(k−1)
k+1,k 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . −a(k−1)
mk 0 . . . 1




.

Ç © �Ä�»ª®"¯��¬¥¬�§� ³�£ �ª Ê�± «

A(k) = LkDkLk−1Dk−1 . . . L1D1A =



� û

=




1 . . . a1
1,k−1 a1

1,k . . . a1
1,m−1 a1

1,m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 a
(k−1)
k−1,k . . . a

(k−1)
k−1,m−1 a

(k−1)
k−1,m

0 . . . 0 1 . . . a
(k)
k,m−1 a

(k)
k,m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 0 . . . a
(k)
m−1,m−1 a

(k)
m−1,m

0 . . . 0 0 . . . a
(k)
m,m−1 a

(k)
m,m




Ç�� ³�£ "� ± ÔøQ m− 1
V��¬¥§¤ ± Í_üC¥ ÃÄ£ ÔRQ k = 1, . . . ,m− 1

V2¿ ± ¿	ª�«�� £µÅ)± Ô ³�£ �ª Ê �����;ª�ù
�¬¥§¤ ± « £ ï © ¥®� £ «3«�¥¬� ©�± �;ª �#¥ Dm

¿ ³�£ �ª Ê�± « ³�© ¥§Ô¬ª�ù � © �Äª ÃÄ£ "¯	�;ª�ùÑ«�¥¬� ©�± �;ª UÉ¨� ¢�± � ±�Ê ��� « ±�¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	��� « ± ÌÄ#�µ«������¬¥	« ±

U = DmLm−1Dm−1 . . . L1D1A =

=




1 . . . a1
1,k−1 a1

1,k . . . a1
1,m−1 a1

1,m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 a
(k−1)
k−1,k . . . a

(k−1)
k−1,m−1 a

(k−1)
k−1,m

0 . . . 0 1 . . . a
(k)
k,m−1 a

(k)
k,m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 0 . . . 1 a
(m−1)
m−1,m

0 . . . 0 0 . . . 0 1




�Qï £ �µ�#¥ Ê�± « L−1 = DmLm−1Dm−1 . . . L1D1A
ÀH>Ë¥¬� ©�± �#¥ L−1 #��Ô�¥®úh� © �ÎÁ

ª ÃÄ£ "¯	�#¥®ú ¤;¥§¤ ³�©�£�± �µÔ§� ¢ ��� ± �´#��Ô	��Í&� © �Äª ÃÄ£ "¯	����Í ±�¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	����Í3«�¥¬� ©�± ��À
ýv¥§¤e¤;¥§¤ £ ï © ¥¬�	�#¥®ú)#��Ô £�° � © �Äª ÃÄ£ "¯	� £�° «�¥¬� ©�± ���A�¬¥§¤ Å �=#��Ô�¥®ú)� © �Äª ÃÄ£ "¯	�#¥®ú.¿�� £
³�£ �ª Ê�± « © ¥®�» £�Å ��� ± �

A = LU.



� »

Ç�� Ê�± ÉÎ ± « Ê�± ÉÎ £5£ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#����� £ ÉÄ� ± «�¥¬� ©�± ��� U

cond(U) = cond(L−1A) = cond(DmLm−1Dm−1 . . . L1D1A) 6

6
m∏

i=1

cond(Di)
m−1∏
i=1

cond(Li) cond(A)

QÚ<�À:9®V

ë ± ÉÎ £�£ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#����� £ ÉÄ� ± cond(Li) > 1
¿�ÉÎ#� ¢"£ Ô�¥¬�§�Ä"¯	� £ �µ�#¥ Ê ��� ± � m−1∏

i=1

cond(Li)���e« £µÅ �»��ª�«�����¯	ü ± �	¯ cond(U)
À�òG�ú ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	� £�° «�¥¬� ©�± ��� Di

Ê�± ÉÎ £´£ ï§ª�Á
ÉÎ £ Ô¬#����� £ ÉÄ� ±

cond(Di) =





1/|a(i)
ii |,

��ÉÎ ± |a(i)
ii | < 1

|a(i)
ii |,

��ÉÎ ± |a(i)
ii | > 1

·�� £)£ �µ�#¥ Ê ¥¬�»�µ¿ Ê � £ ¿#��ÉÎ ± �#¥5����¤ £ � £�©�£ «&üC¥ Ã ��¥® ÃÄ£�©�± ��«�¥ © ¥®�» £µÅ ��� ± ú²«�¥¬�®Á
©�± ���ZÔ§� ¢ ª Óÿ±�° ÌÄ#�µ«������ £ ¤;¥®�µ�rÔ�¥¬�»�	Éûú²«�¥®"� «�¿�� £ cond(Di)

É £	£ �	Ô§�»�	ÉÄ�	Ô¬ª�ù Ó � °
«�¥¬� ©�± ��� ÉÄ�®¥§� £ Ô ± �	Éûú+ï £ "¯	ü ± «�¿ ± « £µÅ �»�OÉÎª Ó ��ÉÄ�	Ô§����� £ ª�Ô§�Ä ±�Ê�± �	Éûú cond(U)
³�£ É © ¥§Ô	����� ± ù É

cond(A)
À

` ¥	«��»� ± «J¿ Ê � £¡© ¥§É»É�« £ � © ������� ° ¥® ÃÄ£�©�± ��« ³�£ ÉÄ� ©�£ ��� ± úEMON�Á © ¥®�» £µÅ ��� ± ú ³�£ �ÄÁ
Ô £ �ú��»� ³�£ �;ú��	¯ £�³ ¥§É»� £ ÉÄ� ± ¿�É»Ô¬ú��®¥§�������HÉ £ ü ± ï�¤;¥	« ± £ ¤ © ª Ã #��� ± ú.À
�Qï�� Ê � £´© �ÎÁ
¥® ± �»ª��»�	Éûú ï £ #�»�ËÌ�¤ £ � £ « ±�Ê ��� ° ¥® ÃÄ£�©�± ��«¬QMÉ�«JÀ�� ±;Å �¸V ³�©�± Ô§� ¢ ��� ± ú Æ�AGÕ�¸ ¤
Ì�¤�Ô ± Ô�¥®#�����	� £�° É ± ÉÄ�§�µ«��QÉ ³�© ¥§Ô £�° � © �Äª ÃÄ£ "¯	� £�° «�¥¬� ©�± ��� ° ¿�¤ £ � £�© � ° ���A� © �»ï§ª�Á
�»� ³�£ ÉÄ� ©�£ ��� ± ú²«�¥¬� ©�± � Li

¿
Di

± ª�«�� £µÅ ��� ± úË�#¥H� ± Í�À

B â + åhè$��Þ$%]\�ßP6,����ß

½¡¥®�µÔ�¥§� ± ���Â«��»� £�¢ ¶;¥»ª�É»É�¥ “ ú#Ô¬�ú��»�	Éûú´É £ ï ±�© ¥¬�§�Ä"¯	��� « ¢ �ú´ï £ "¯	ü £�°�Ã»© ª ³�³ �¥® ÃÄ£�©�± ��« £ Ô © ��ü×��� ± ú6Æ�AGÕ�¸ À
� £ ÉÄ� ©�£ ��� ± � MON�Á © ¥®�» £µÅ ��� ± ú ° Ì»� £ � £�£ ï Ó �»��¿
Ê � £ ÔH� £�°Ë±  ±Ë± � £�° ÉÄ�§� ³ ��� ±´³�©�± ÉÎª;�	ÉÄ�	Ô¬ª��»�eÔ5¤;¥ ÅC¢"£ « ± ���®¥§¤ ± ÍO¥® ÃÄ£�©�± ��« £ Ô�À



� æ

Ç £�Ê ����¯ © ¥§É ³�©�£ ÉÄ� © ¥§������� £ «�Ô�¥ ©�± ¥§���§�ÿ«��»� £�¢ ¥)¶!¥»ª�É»É�¥CÉ ± ÉÄ�§�µ«�¥lQ ô;À:9 V

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1mxm = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2mxm = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ ammxm = bm

³�©�± Ô £�¢�± �	Éûú ¤²� © �Äª ÃÄ£ "¯	� £ «vª²Ô ±!¢ ª²É ³�© ¥§Ô £�° � © �Äª ÃÄ£ "¯	� £�° «�¥¬� ©�± ��� ° U ¿�É ³�£ Á« £�Ó ¯	ù ³�£ ÉÎ#� ¢"£ Ô�¥¬�§�Ä"¯	� £�ÃÄ£ÿ± É»¤;"ù Ê ��� ± ú_��� ± �µÔ§��ÉÄ�	� £�ÃÄ£ xk
± �¨Ô	ÉÄ�ÎÍHª © ¥§Ô	����� ±�° ¿

�#¥ Ê�± �#¥®ú?É_^a`492Á £�ÃÄ£ ¿b^ac49	¿ À À À ¿ �!Áë9	À�Ç Ì»� £ «ZÉÎ�ª Ê ¥¬�)ª ¢"£ ï�� £ �®¥ ³�± É�¥¬�	¯ © ¥§É»ü ±�© ���!Á
�;ª�ù «�¥¬� ©�± �;ª É ± ÉÄ�§�µ«��¡¿ ¢"£ ï�¥§Ô ± Ô�¤`«�¥¬� ©�± ��� A ÉÄ� £ #ï	��� É»Ô £ ï £�¢ ����Í Ê #��� £ Ô
ai,n+1 = bi

¿	� £�Ãí¢ ¥ £�¢�± � ± �AÔ�¥ ©�± ¥§��� £ Ô×¥® ÃÄ£�©�± ��«�¥G«��»� £�¢ ¥�¶;¥»ª�É»É�¥=�®¥ ³�± É»�rÔ�¥¬�»�	Éûú
É ³�£ « £�Ó ¯	ù Ô¬ £µÅ ��������ÍË� ± ¤; £ Ô� 
9	À#� ± ¤; ³�£ k £ � 1 ¢"£ m− 1

¿
ô;À � ± ¤; ³�£ i £ � k + 1 ¢"£ m+ 1

¿
<�À

r := aik/akk
³

?#À � ± ¤; ³�£ j £ � k + 1 ¢"£ m+ 1
¿

ø;À
aij := aij − r akj

³
Z�À ¤ £ �����´� ± ¤;�¥ ³�£ j ¿÷;À ¤ £ �����´� ± ¤;�¥ ³�£ i ¿ö�À#¤ £ �����Ë� ± ¤;�¥ ³�£ k ¿
;�À
xn := an,n+1/an,n

³
9�õ�À � ± ¤; ³�£ k £ � n− 1 ¢"£ 1

¿
909	À

xk :=

(
ak,n+1 −

n∑
j=k+1

akjxj

)
/akk

À
9µô;À ¤ £ �����´� ± ¤;�¥ ³�£ k À
� ©�£ ����É»É ± É»¤;"ù Ê ��� ± úÿ��� ± �µÔ§��ÉÄ�	����Í ±×³�©�± Ô§� ¢ ��� ± ��É ± ÉÄ�§�µ«��?¤×Ô§� © Í����µ«vª¡� © �ÎÁ

ª ÃÄ£ "¯	� £ «vª×Ô ±!¢ ªÿ�#¥®�µ�rÔ�¥¬�»�	Éûú ³�© ú"«�� «ËÍ £�¢"£ « «��»� £�¢ ¥¡¶;¥Äª�É»É�¥�¿§¥AÔ	� Ê�± ÉÎ#��� ± � © �ÎÁ
ü×��� ± ú ³�£ �ª Ê ����� £�° É ± ÉÄ�§�µ«�� £ ï © ¥¬�	��� «þÍ £�¢"£ «JÀ�ý�¥§¤ £�° ¥® ÃÄ£�©�± ��«?«��»� £�¢ ¥ÿ¶!¥»ª�É2Á
É�¥ ³�£ �µÔ £ �ú��»� £�¢ � £ Ô © �µ«������ £�© ��üC¥¬�	¯_����É»¤ £ "¯	¤ £ Æ�AGÕ�¸ÑÉ £�¢�± �#¥§¤ £ Ô £�° «�¥¬� ©�± Á
��� ° Õ ±´© ¥®�» ±�Ê ��� « ± Ô§��¤�� £�© ÉÄ� £ #ï��#¥	« ±´³�© ¥§Ô	��Í Ê ¥§ÉÄ�§� ° À



�½�

� ©�± ³�© � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ±�± ± ÉîÍ £�¢ � £�° É ± ÉÄ�§�µ«��º¤ É ± ÉÄ�§�µ«�� Ux = y
��� ± ��ï	� Å �#¥

³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ�	¯�¿®Ô	���µÔ�¥§���#¥®ú £ ü ± ï�¤;¥	« ±�£ ¤ © ª Ã #��� ± ú�À¬Ç� ± ú#� ± �Ì»� £�°ÿ³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ� ±
�#¥C� £�Ê � £ ÉÄ�	¯eÔ	� Ê�± ÉÎ#����� £�ÃÄ£)© ��ü×��� ± ú��®¥§Ô ± É ± � £ � cond(A)

À
Ç�� Ê�± ÉÎ ± �§�Ä"¯	�#¥®ú ³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ�	¯ © ��ü×��� ± ú�Ì�¤�Ô ± Ô�¥®#�����	� £�° É ± ÉÄ�§�µ«��xÉ ³�© ¥µÁ

Ô £�° � © �Äª ÃÄ£ "¯	� £�° Ux = y
�®¥§Ô ± É ± � £ � Ê�± ÉÎ�¥ £ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#����� £ ÉÄ� ± «�¥¬� ©�± ��� U

QMÉ�«JÀ�Q <�À:9 VÐV2À�·�� £´Ê�± ÉÎ £ « £µÅ �»��ï��J�	¯�ÉÎª Ó ��ÉÄ�	Ô§����� £ ï £ "¯	ü×� Ê�± ÉÎ�¥ £ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#���!Á
� £ ÉÄ� ±�± ÉîÍ £�¢ � £�° «�¥¬� ©�± ��� A

¿���ÉÎ ± �#¥²����¤ £ � £�©�£ « üC¥ Ã � ± É»¤;"ù Ê ��� ± ú�« £�¢ ª®"¯
Ô§� ¢ ª Ó � ÃÄ£ ÌÄ#�µ«������¬¥ £ ¤!¥ Å �»�	Éûú&«�¥®"� «JÀ�ëQ� £ ï�� ± É ³�© ¥§Ô ± �	¯6É ± �¬ª!¥§� ± ù×¿�« £µÅ � £
�#¥´¤;¥ ÅC¢"£ « k

Á £ « üC¥ Ã � ³ � © � ¢?± É»¤;"ù Ê ��� ± �µ« xk
Ô	�Jï ±�© ¥¬�	¯O«�¥§¤!É ± «�¥®"¯	��� °-³�£

« £�¢ ª®"ùÑÌÄ#�µ«������ |aln|(k) = max
k6i,j6m

|aij|(k) ¿ ³ � © ��ÉÄ�¬¥§Ô¬�ú��	¯ k ± l ÉÄ� ©�£ ¤ ± ¿ k ± n
ÉÄ� £ #ï����¡Àý £�Ãî¢ ¥þÔ§� ¢ ª Óÿ± « ÌÄ#�µ«������ £ « ÉÄ�®¥§���»�?«�¥§¤!É ± «�¥®"¯	��� °&³�£ « £�¢ ª®"ù ± �
Ô £ �®« £µÅ ����Í�À�� ©�± Ì»� £ « �#¥ ¢"£þ³�£ «�� ± �	¯�¿ Ê � £6³ � © �µ«��������J��É ± � ¢ ��¤�É�¥	« ± k ± n«����;ú#ù=�	Éûú²«���ÉÄ�¬¥	« ± À
���µ¥® ± �®¥§� ± ú5«��»� £�¢ ¥�¶!¥»ª�É»É�¥A� © �»ï§ª��»� ³�£�© ú ¢ ¤;¥ O

(
2

3
m3

)
£�³ � © ¥§� ±�° ª�«�� £µÅ �ÎÁ

� ± ú ±�¢ �Ä#��� ± ú.À

d ð8#e1W!éõ"fkñ.-.1U#'&g/2+�ñ½ô"1U#4ï"/*hÚð{ñ�iéô%/j-.!éõ4ð{ñ�i ñ½ô'õ8&�ö �Qï £ �µ�#¥ Ê�± « x∗ ð×� £�Ê � £ � © ��ü×�ÎÁ� ± ��¿�¥ x(1) ð © ��ü×��� ± �¨Ô	� Ê�± ÉÎ#����� £ �¡É ³�£ « £�Ó ¯	ù]«��»� £»¢ ¥5¶!¥»ª�É»É�¥�Àk� ©�± ª�«�� £µÅ �ÎÁ
� ±�± «�¥¬� ©�± ��� A

�#¥
x(1) ³�£ �ª Ê�± �	Éûú²Ô§��¤�� £�© b+ ∆b = A · x(1) À

] É»� £ ¿ Ê � £e³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ�	¯ r(1) = x(1) − x∗
ú#Ô¬�ú��»�	Éûú © ��üÿ��� ± �µ«�Æ�AGÕ�¸

Ar(1) = ∆b.

ä�ÉÎ ±�£ ¤;¥ Å �»�	Éûú.¿ Ê � £ ‖r(1)‖ 6 ε
¿�� £ x(1) £ ï�� Ê � £ É Ê�± �¬¥¬�»�	Éûú ³�©�± ï§ ±;Å ������� «

© ��ü×��� ± �µ«J¿�Ô	� Ê�± ÉÎ#������� «�É¡� £�Ê � £ ÉÄ�	¯	ù ε
À

> £µÅ � £=£�©�Ã ¥§� ± � £ Ô�¥¬�	¯ ± �§� © ¥§� ±�£ ����� °×³�©�£ ����É»É�ª;� £�Ê ����� ± ú © ��ü×��� ± ú.¿ ³�£ ¤;¥r���
ï§ª ¢ �»� ¢"£ ÉÄ� ±�Ã �;ª;�¬¥×�;ª Å �#¥®ú_� £�Ê � £ ÉÄ�	¯�À�Ç�� Ê�± ÉÎ ± « x(2) = x(1) + r(1) ± ¿�ª�«�� £µÅ)± Ô
x(2) �#¥²«�¥¬� ©�± �;ª A ¿ ³�£ �ª Ê�± «]Ô§��¤�� £�© ∆b

(2)
= A · x(2) − b

À�ý�� ³ � © ¯ ³�£�³�© ¥§Ô	¤;¥
r(2) = x(2) − x∗ ± Ô	ÉÄ�GÉÎ#� ¢ ª�ù Óÿ± �¡ú#Ô¬�ú#ù=�	Éîú © ��ü×��� ± ú"« ± É ± ÉÄ�§�µ«

Ar(i) = ∆b
(i)
, i = 2, 3, . . . ,



� b

Ãî¢ � ∆b
(i)

= A · x(i) − b
¿
x(i) = x(i−1) + r(i−1)

¸Q� £�Ê ����� ± � ³�©�£�¢"£  Å ¥¬�»�	Éûú ³�£ ¤;¥ ‖r(i)‖ ª;ï��rÔ�¥¬�»�µÀ�ä�ÉÎ ± ‖r(i)‖ 6 ε
¿� £ É £ Á

£ �	Ô§�»�	ÉÄ�	Ô¬ª�ù Ó �»� x(i) ³�©�± � ± «�¥¬�»�	Éûúþ�®¥ ³�©�± ï§ ±;Å ����� £ �eÉÿ� £�Ê � £ ÉÄ�	¯	ù ε © ��ü×��� ± �É ± ÉÄ�§�µ«��´Q ô;À:9 V2À�ä�ÉÎ ±ÿÅ � ‖r(i)‖ �#¥ Ê�± �#¥¬�»�¡Ô £ � © ¥§ÉÄ�¬¥¬�	¯ ±  ± � £�Ê � £ ÉÄ�	¯G��� ¢"£ ÉÄ� ±�Ã ¥µÁ�»�	Éûúÿ�®¥Q����¤ £ � £�©�£ �r¦ ± ¤!É ±�©�£ Ô�¥§��� £ � Ê�± ÉÎ £G± �§� © ¥§� ±�° ¿§� £�© ¥§É Ê �»� ³�© ��¤ © ¥ Ó ¥¬�»�	Éûú.¿
± Ô	� ¢ ¥¬�»�	ÉûúËÉ £	£ �	Ô§�»�	ÉÄ�	Ô¬ª�ù Ó ¥®ú ± ��¦ £�© «�¥§� ± ú.À

B â B Ø5æ���Þ,(	Þ"Ü�ß'�! "Ü��5èlknmYo�p�æ�ß%R0��Þ&d+è�ÜvÛ.-7"¡ß\��ævÛ.[
� £ ÉÄ� ©�£�± « £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	� £ � © ¥®�» £�Å ��� ± �×«�¥¬� ©�± ��� A

A = QR,

Ãî¢ � Q Á £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	�#¥®úO«�¥¬� ©�± �#¥�¿�¥ R Á ³�© ¥§Ô�¥®ú´� © �Äª ÃÄ£ "¯	�#¥®úuQ �ÐüML=N��ºVJ«�¥¬� ©�± �#¥�À

qUrsqUrut v�wax�yezewa{2|�ye}e{j~a�ax�}ewa{j�(x�~a�8�:�I�awax�yezewa{2|�ye}e{j~a�x��,�a}ex�~��{W�
� £ �ª Ê�± « © ¥®�» £µÅ ��� ± ��«�¥¬� ©�± ��� A

É ³�£ « £�Ó ¯	ù ³�© � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ± ú�Ô © ¥ Ó ��� ± ú
Q ³�© � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ± �´¶ ± Ô§����É�¥�V2À���¥§É»É�« £ � ©�± « ����É»¤ £ "¯	¤ £ üC¥ ÃÄ£ Ô²Ì»� £�ÃÄ£ ¥® ÃÄ£�©�± ��«�¥
�#¥ ³�©�± «�� © ��¤�Ô�¥ ¢�© ¥¬�	� £�° «�¥¬� ©�± ��� ø�Á £�ÃÄ£5³�£�© ú ¢ ¤;¥�À

A =




a11 a12 a13 a14 a15

a21 a22 a23 a24 a25

a31 a32 a33 a34 a35

a41 a42 a43 a44 a45

a51 a52 a53 a54 a55




Ç�ÉÄ��ÌÄ#�µ«������	� ³ � © Ô £�ÃÄ£ ÉÄ� £ #ï��#¥r����Ô	� ©�£µÅC¢ ����� £�° «�¥¬� ©�± ���+Õá����« £�Ã ª;� ï��J�	¯
�;ª®#��Ô	� « ± À'ä�ÉÎ ± a11 = a21 = 0

¿�� £)± É ³�£ "¯¬�»ª	ú £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	���J��«�¥¬� ©�± ��� ³ � © �ÎÁ
ÉÄ�¬¥§� £ Ô £ ¤�¿ ¢"£ ï�¯§�µ«�Éûú.¿ Ê � £ ï�� a11 6= 0

À�¸¡«�� £µÅ)± «7�RÉÎ#��Ô�¥5�#¥e«�¥¬� ©�± �;ªËÌÄ#�µ«����!Á



�Åf

�¬¥ © � £�ÃÄ£ Ô © ¥ Ó ��� ± ú

Q12(ϕ12) =




cosϕ12 − sinϕ12 0 0 0

sinϕ12 cosϕ12 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1




¸ «�¥¬� ©�± ��� A12 = Q12A
± �®«����;ú#ù=�	Éûú � £ "¯	¤ £ ÌÄ#�µ«������	� ³ � © Ô £�°`± Ô§� £�©�£�°

ÉÄ� ©�£ ¤ ±

A12 =




a11 cosϕ12 − a21 sinϕ12 · · · a15 cosϕ12 − a25 sinϕ12

a11 sinϕ12 + a21 cosϕ12 · · · a15 cosϕ12 + a25 sinϕ12

a31 a32 · · ·

a41 a42 · · ·

a51 a52 · · ·




� © � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§�����J�rÌÄ#�µ«������	�&Ô	� © ¥ Å ¥§ù=�	Éûú Ê � © �Ä�=ÌÄ#�µ«v��������� £�ÃÄ£¡Å �AÉÄ� £ #ï¬Á
�#¥�¿�ÔO¤ £ � £�©�£ « �#¥µÍ £�¢ ú��	Éûú.¿ ± ÉÎª�«�«�¥ ± Í�¤�Ô�¥ ¢�© ¥¬� £ Ôþ��� ± �®«����;ú��»�	Éûú.À.ò�� ° ÉÄ�	Ô ± Á
�§�Ä"¯	� £ ¿
(
a

(12)
1i

)2

+
(
a

(12)
2i

)2

= (a1i cosϕ12 − a2i sinϕ12)
2 + (a1i sinϕ12 + a2i cosϕ12)

2 =

= a2
1i + a2

2i

Ç��Jï	� © �µ«6ª ÃÄ£  ϕ12
�¬¥§¤�¿ Ê � £ ï�� ÌÄ#�µ«������ a(12)

21

«�¥¬� ©�± ��� A12
£ ï © ¥ Ó ¥®"Éûú_Ô×�;ª®"¯�¿

�®À ��À
a11 sinϕ12 + a21 cosϕ12 = 0.

¼A�GÌ»� £�ÃÄ£)© ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô�¥ ³�£ �ª Ê ¥¬�µ«�Ô	� © ¥ Å ��� ± ú

sinϕ12 = − a21√
a2

11 + a2
21

, cosϕ12 =
a11√

a2
11 + a2

21

.

¸]«�¥¬� ©�± ��� A12
ÌÄ#�µ«������ ³ � © Ô £�ÃÄ£ ÉÄ� £ #ï��#¥ a(12)

21 = 0
¿!¥
a

(12)
11 =

√
a2

11 + a2
21 > 0

À



�½�

ý�� ³ � © ¯ A12
ª�«�� £µÅ)± «&ÉÎ#��Ô�¥C�#¥5«�¥¬� ©�± �;ª

Q13(ϕ13) =




cosϕ13 0 − sinϕ13 0 0

0 1 0 0 0

sinϕ13 0 cosϕ13 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1




.

¸ «�¥¬� ©�± ��� A13 = Q13A12
± �®«����;ú��	ÉûúáÌÄ#�µ«������	� ³ � © Ô £�°�± � © �»�	¯§� ° ÉÄ� ©�£ ¤ ± À

ÕQ�#¥® £�Ã»±�Ê � £?³�© � ¢ � ¢ ª Ó �µ«vª�Ô	�Jï	� © �µ« ª ÃÄ£  ϕ13
�®¥§¤�¿ Ê � £ ï�� a

(13)
31 = 0

¿�� £�Ãî¢ ¥
ÌÄ#�µ«������

a
(13)
11 =

√(
a

(12)
11

)2

+ a2
31 =

√
a2

11 + a2
21 + a2

31 > 0
À

� £ Ô§� £�©�± «�Ì»� £ � ³�©�£ ����É»É¨� Ó � ¢ Ô�¥ © ¥®�®¥�¿ ±´³�£ �ª Ê�± « «�¥¬� ©�± �;ª

A1 =




a15
11 a

(15)
12 a

(15)
13 a

(15)
14 a

(15)
15

0 a
(12)
22 a

(12)
23 a

(12)
24 a

(12)
25

0 a
(13)
32 a

(13)
33 a

(13)
34 a

(13)
35

0 a
(14)
42 a

(14)
43 a

(14)
44 a

(14)
45

0 a
(15)
52 a

(15)
53 a

(15)
54 a

(15)
55




=




a
(1)
11 a

(1)
12 a

(1)
13 a

(1)
14 a

(1)
15

0 a
(1)
22 a

(1)
23 a

(1)
24 a

(1)
25

0 a
(1)
32 a

(1)
33 a

(1)
34 a

(1)
35

0 a
(1)
42 a

(1)
43 a

(1)
44 a

(1)
45

0 a
(1)
52 a

(1)
53 a

(1)
54 a

(1)
55




ª´¤ £ � £�©�£�° Ô	ÉÄ�GÌÄ#�µ«������	� ³ � © Ô £�ÃÄ£ ÉÄ� £ #ï��#¥�¿"�#¥ Ê�± �#¥®ú²É £ Ô§� £�©�£�ÃÄ£e© ¥§Ô	���Z�;ª®"ù×¿
¥
a

(1)
11 =

√
a2

11 + . . .+ a2
15

À�>Ë¥¬� ©�± �#¥ A1
³�£ �ª Ê ¥¬�»�	Éûú ± � A É ³�£ « £�Ó ¯	ù £�© � £�ÃÄ£ Á

�#¥®"¯	� £�ÃÄ£)³�© � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ± ú

A1 = Q15 ·Q14 ·Q13 ·Q12 · A = Q1 · A,
Ãî¢ � Q1 = Q15 ·Q14 ·Q13 ·Q12 ° £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	�#¥®úO«�¥¬� ©�± �#¥�¿#�¬¥§¤Ë¤;¥§¤ £ �#¥ © ¥§Ô	�#¥
³�©�£�± �µÔ§� ¢ ��� ± ù £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	����Í�À
ÕQ�#¥® £�Ã»±�Ê � £ ÉÄ� ©�£�± �	Éûú £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	�#¥®úá«�¥¬� ©�± �#¥ Q2 = Q25 · Q24 · Q23

¿��¬¥µÁ
¤;¥®ú.¿ Ê � £ ª «�¥¬� ©�± ��� A2 = Q2A1 = Q2Q1A

�;ª®#��Ô	� « ± ÉÄ�¬¥§� £ Ô¬ú��	Éûú ³�£�¢�¢�± ¥ ÃÄ£ Á
�#¥®"¯	���J�ÿÌÄ#�µ«������	� Ô ³ � © Ô	��Í ¢ Ô¬ª�ÍOÉÄ� £ #ï��#¥µÍ�À ` ¥	«��»� ± «J¿ Ê � £�³�©�± ª�«�� £�Å ��� ±�±
«�¥¬� ©�± ��� A1

�#¥5«�¥¬� ©�± �;ª Q2
ÌÄ#�µ«������	� ³ � © Ô £�ÃÄ£ ÉÄ� £ #ï��#¥ ±Ë³ � © Ô £�° ÉÄ� ©�£ ¤ ± ���

± �®«����;ú#ù=�	Éûú.¿#¥ ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	��� ° ÌÄ#�µ«������ a(2)
22 =

√(
a

(1)
22

)2

+ . . .+
(
a

(1)
25

)2

> 0
À



� µ

ÕQ�#¥® £�Ã»±�Ê � £ ÉÄ� ©�£ ú���ÉîúO«�¥¬� ©�± ��� Q3
± Q4

¿ ± Ô © �Ä�»ª®"¯��¬¥¬�§� ³�£ �ª Ê ¥¬�»�	Éûú´� © �ÎÁ
ª ÃÄ£ "¯	�#¥®ú²«�¥¬� ©�± �#¥ A4 = Q4 ·Q3 ·Q2 ·Q1A

¿;ª�¤ £ � £�©�£�° Ô	ÉÄ� ³�£»¢�¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	���J�
ÌÄ#�µ«������	� © ¥§Ô	��� �;ªµ"ù×¿A¥ ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	���J��¿r¤ ©�£ «���¿Jï��J�	¯ « £µÅ �»�µ¿ ³�£ ÉÎ#� ¢ ��� ÃÄ£
��� £ � ©�± �#¥¬�§�Ä"¯	���GÀ
ä�ÉÎ ± ¤�Ô�¥ ¢�© ¥¬�	�#¥®úþ«�¥¬� ©�± �#¥ A © ¥®�®«�� © ¥ m×m

¿"� £e£ �#¥e¥§�#¥® £�Ã»±�Ê � £_³�© � £ ï¬Á
© ¥®�»ª��»�	Éûú´¤ËÔ ±!¢ ª

Am−1 = Qm−1 · . . . ·Q1 · A = Q̃ · A,

Ãî¢ � Q̃ ° £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	�#¥®úá«�¥¬� ©�± �#¥�¿�¥O«�¥¬� ©�± �#¥ Am−1 ° ³�© ¥§Ô�¥®ú?� © �Äª ÃÄ£ "¯	�#¥®ú
«�¥¬� ©�± �#¥�À�ýv¥§¤ ± « £ ï © ¥®� £ «J¿�É ³�£ « £�Ó ¯	ù ³�© � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ± ú6Ô © ¥ Ó ��� ± ú ³�£ �ª Ê ��� £
£�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	� £ � © ¥®�» £�Å ��� ± �×«�¥¬� ©�± ��� A = QR

¿ Ãî¢ � Q = Q̃−1 ¿ R = Am−1
À

qUrsqUrs� v�wax�yezewa{2|�ye}e{j~a�ax�ye�jwa{2�[x�~a�8���I�awax�yezewa{2|�ye}e{j~a�8����{.�=���Wy*�8�"x�wa{W�

¼¨É ³�£ "¯¬�»ª��µ« ³�© � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ± � £ � © ¥ Å ��� ± úiQ ¾¡¥»ª�ÉîÍ £  ¢ � © ¥�V�É�«�¥¬� ©�± ��� ° P ¢ �ú
³�£ ÉÄ� ©�£ ��� ± ú QR Á © ¥®�» £µÅ ��� ± ú)«�¥¬� ©�± ��� A À&>Ë¥¬� ©�± �#¥ £ � © ¥ Å ��� ± ú P Q ô;ÀÈ÷ V ± «��ÎÁ
�»�)Ô ±!¢

P = E − 2
u uT

uT u

Ãî¢ � u = v − σ‖v‖e ¿ σ =

{
−1,

��ÉÎ ± v1 > 0,

1,
��ÉÎ ± v1 < 0.

¿
e = (1, 0, . . . , 0)T

À

� ©�£�± �µÔ £ "¯	��� °]£ �� ±�Ê ��� °h£ � �;ªµ#��Ô £�ÃÄ£ m ÁÂ«�� © ��� ° Ô§��¤�� £�© ÁñÉÄ� £ #ï§��� v =

(v1, v2, . . . , vm)T
É ³�£ « £�Ó ¯	ù «�¥¬� ©�± ��� P ³�© � £ ï © ¥®�»ª��»�	Éûú�Ô σ‖v‖e ÀÇ�Ô§� ¢ ��� ± �¤ £ ��ÉÄ�¬¥§���	� σ ³�£ �µÔ £ �ú��»�ÿª�«�����¯	ü ± �	¯)Ô¬ ± ú#� ± � £ ü ± ï £ ¤ £ ¤ © ª Ã #��� ± ú.À

Ç��Jï	� © �µ«áÔH¤;¥ Ê ��ÉÄ�	Ô§� mÁ�«�� © � £�ÃÄ£ Ô§��¤�� £�© ¥ v1
³ � © Ô	� ° ÉÄ� £ #ï	���Ë«�¥¬� ©�± ��� A

v1 = (a11, a21, . . . , am1)
T



�½å

±�³�£ ÉÄ� ©�£�± «&«�¥¬� ©�± �;ª P1
© ¥®�®«�� © ¥ m×m

¿��¬¥§¤;ª�ù×¿ Ê � £ P1v1 = σ1‖v1‖e1
¿�� £�Ãî¢ ¥

A1 = P1 · A =




σ1‖v(1)‖ a
(1)
12 · · a

(1)
1m

0 a
(1)
22 · · a

(1)
2m

· · · · ·

· · · · ·

0 a
(1)
m2 · · a

(1)
mm




ý�� ³ � © ¯5Ô £ �µ¯�«��µ«´Q m− 1
VóÁÂ«�� © ��� ° Ô§��¤�� £�© v2

v2 = (a
(1)
22 , a

(1)
32 , . . . , a

(1)
m2)

T

±�³�£ ÉÄ� ©�£�± «O«�¥¬� ©�± �;ª P © ¥®�®«�� © ¥ (m−1)×(m−1)
¿��®¥§¤;ª�ù×¿ Ê � £ Pv2 = σ2‖v2‖e2

¿
Ãî¢ � e2 = (1, 0, . . . , 0)T °

Q
m − 1

VóÁÂ«�� © ��� ° Ô§��¤�� £�© ÁñÉÄ� £ #ï	����À�òÿ¥®#�»�ËÔ £ �µ¯�«��µ«
«�¥¬� ©�± �;ª P2

© ¥®�®«�� © ¥ m×m

P2 =




1 0

0 P


 ,

� £�Ãî¢ ¥

A2 = P2 · A1 = P2P1 · A =




σ1‖v1‖ a
(1)
12 a

(1)
13 · a

(1)
1m

0 σ2‖v2‖ a
(2)
23 · a

(2)
2m

0 0 a
(2)
32 · a

(2)
3m

· · · · ·

0 0 a
(2)
m3 · a

(2)
mm






�½ì

� ©�£�¢"£  Å ¥®úËÌ»� £ � ³�©�£ ����É»É	¿ ³�£ �ª Ê�± «

Am−1 = Pm−1 · Am−1 = Pm−1 . . . P1 · A =

=




σ1‖v(1)‖ a
(1)
12 a

(1)
13 · a

(1)
1m

0 σ2‖v2‖ a
(2)
23 · a

(2)
2m

· · · · ·

0 0 · σm−1‖vm−1‖ a
(m−1)
m−1,m

0 0 · 0 a
(m−1)
mm




�Qï £ �µ�#¥ Ê�± « Am−1 = R ± Q = P T

1 · P T

2 . . . · P T

m−1

¿�� £�Ãî¢ ¥ ³�£ �ª Ê�± « ± É»¤ £ « £ �
© ¥®�» £µÅ ��� ± �

A = Q ·R.
Ç ³�©�£ ����É»ÉÄ� © �µ¥® ± �®¥§� ±�± ¥® ÃÄ£�©�± ��« £ Ô)«��»� £�¢ ¥ £ � © ¥ Å ��� ±�° Q �¬¥§¤ Å �×¤!¥§¤ ± «��ÎÁ

� £�¢ ¥5Ô © ¥ Ó ��� ±�° V�Ô	� Ê�± ÉÎ�ú��»�	Éûú²«�¥¬� ©�± �#¥ Am−1 ° ³�© ¥§Ô�¥®ú´� © �Äª ÃÄ£ "¯	�#¥®ú²«�¥¬� ©�± Á
�#¥�À.ëQ� £ ï��hÔ	� Ê�± ÉÎ ± �	¯ £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	�;ª�ù «�¥¬� ©�± �;ª Q ¿��#¥ ¢"£ É»�#¥ Ê ¥®�¥ ³�£  £µÅ)± �	¯�»� © ¥§Ô	� £�° � ¢�± � ±�Ê � £�° «�¥¬� ©�± ����¿"¥��®¥¬�§�µ«á�#¥C¤;¥ ÅC¢"£ «áüC¥ Ã �Qª�«�� £µÅ ¥¬�	¯H���¡ÉÎ#��Ô�¥
�#¥

P T

i

¿
i = 1, . . . ,m− 1

¿�� £�Ãî¢ ¥Cï§ª ¢ �»�)Ô	� Ê�± ÉÎ#���#¥ ± «�¥¬� ©�± �#¥ Q À

B â L Ø5æ���Þ,(	Þ"Ü�ß'�! "Ü��5èY"¡è$��Þ$%�� æ�è!ç-è�ÜvÛ.-3àHG#IKJ
ä�ÉÎ ±�± �µÔ§��ÉÄ��� £-© ¥®�» £�Å ��� ± �O«�¥¬� ©�± ��� A = QR

¿ Ãí¢ � Q ð £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	�#¥®ú
«�¥¬� ©�± �#¥�¿�¥ R ð ³�© ¥§Ô�¥®ú/Q �ÐüuL=N0�ºV�� © �Äª ÃÄ£ "¯	�#¥®ú²«�¥¬� ©�± �#¥�¿#� £)© ��ü×��� ± �×Æ�AGÕ�¸

Ax = b

É»Ô £�¢�± �	ÉûúË¤ © ��ü×��� ± ù]Ì�¤�Ô ± Ô�¥®#�����	� £�° É ± ÉÄ�§�µ«��

Rx = QTb
QÚ<�ÀÈô0V

É ³�© ¥§Ô £�° � © �Äª ÃÄ£ "¯	� £�° «�¥¬� ©�± ��� ° À ` ¥	«��»� ± «J¿ Ê � £ cond(A) = cond(R)
À�Ç �®¥µÁ

Ô ± É ± « £ ÉÄ� ±�£ �)É ³�£ É £ ï�¥ ³�£ ÉÄ� ©�£ ��� ± ú £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	� £�ÃÄ£5© ¥®�» £µÅ ��� ± ú ³�£ �ª Ê ¥§ù=�	Éûú
© ¥®�» ±�Ê ���J�ÿ«��»� £�¢ � © ��ü×��� ± ú²Æ�AGÕ�¸ À



b û

���W�C�"���e�:�%���W� � ¡ ³�£ �ª Ê ¥¬�»�	Éûú.¿���ÉÎ ± ¢ �ú ³�£ ÉÄ� ©�£ ��� ± ú S�UUÁ © ¥®�» £µÅ ��� ± ú
«�¥¬� ©�± ���`Õ ± É ³�£ "¯¬� £ Ô�¥® ± É»¯ ³�© � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ± ú´Ô © ¥ Ó ��� ± ú.À
Ç «��»� £�¢ �_Ô © ¥ Ó ��� ±�° « £�Å � £ ª�«�����¯	ü ± ��¯ Ê�± ÉÎ £O£�³ � © ¥§� ±�° ¿.�®¥	«���� ± Ô´ª�«�� £ Á

Å ��� ± �C«�¥¬� ©�± ��� A
�#¥e«�¥¬� ©�± �;ªOÔ © ¥ Ó ��� ±�° Qij

³�© � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ± �µ«�� £ "¯	¤ £ iÁ £�°
± j Á £�° ÉÄ� ©�£ ¤ ³�£ ¦ £�© «vª®�¥	«

b
(1)
ik = bik cosϕij − ajk sinϕij

b
(1)
jk = bik sinϕij + ajk cosϕij

k = 1, . . . ,m.

>Ë¥¬� ©�± �#¥ Q Ô	� Ê�± ÉÎ�ú��»�	Éûú £�¢ � £ Ô © �µ«������ £ É¡«�¥¬� ©�± ��� ° Am−1 = R
¿;��ÉÎ ± É»�#¥µÁ

Ê ¥®�¥ ³�£  £µÅ)± �	¯��»� © ¥§Ô	� £�° � ¢�± � ±�Ê � £�° «�¥¬� ©�± ����¿r¥+�®¥¬�§�µ« �#¥�¤;¥ ÅC¢"£ « üC¥ Ã �
³�£ ÉÄ� ©�£ ��� ± ú QR © ¥®�» £µÅ ��� ± ú ³�© � £ ï © ¥®� £ Ô	�rÔ�¥¬�	¯e�»�ÿÌÄ#�µ«������	� �¬¥§¤ Å �5¤;¥§¤OÌÄ#�ÎÁ
«������	�]«�¥¬� ©�± ��� A

À
� ©�± Ô§� ¢ �µ« £�¢�± � ± ��Ô�¥ ©�± ¥§��� £ Ô ¥® ÃÄ£�©�± ��«�¥ ³�£ ÉÄ� ©�£ ��� ± ú QR © ¥®�» £�Å ��� ± ú�É

³�£ « £�Ó ¯	ù ³�© � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ±�° Ô © ¥ Ó ��� ± ú. 
9	À ³�©�± É»Ô £�± �	¯e«�¥¬� ©�± ��� Q̃ � ¢�± � ±�Ê �;ª�ùh«�¥¬� ©�± �;ª�¿
ô;À#� ± ¤; ³�£ i £ � 1 ¢"£ m− 1

¿
<�À �#¥ ° � ± Ô5� ± ¤;#� ³�£ k £ � i ¢"£ m ³ � © Ô	� ° �����;ª®#��Ô £�° ÌÄ#�µ«������ aikQ |aik| > ε

¿ Ãí¢ � εðe� £�Ê � £ ÉÄ�	¯ © ¥§É Ê �»�®¥�¿#¤ £ �����´� ± ¤;�¥ ³�£ k V2¿��ÉÎ ±�£ ¤;¥ Å �»��Éîú.¿ Ê � £ k > i
¿�� £e³ � © ��ÉÄ�¬¥§Ô ± �	¯ i ± k ÉÄ� £ #ï���� ±´³ � © � ° � ±¤ ³ ª���¤��§ªi?#À ¿

��ÉÎ ± �®¥§¤ £�ÃÄ£ ÌÄ#�µ«������¬¥C���»�µ¿�� £5³ � © ��ÉÄ�¬¥§Ô ± �	¯HÌÄ#�µ«������	� i
Á £�ÃÄ£ ÉÄ� £ #ï��#¥HÉ

ÌÄ#�µ«������¬¥	« ± (m+ 1− i)
Á £�ÃÄ£ ¿�ª�Ô§�Ä ±�Ê�± �	¯ i �#¥×� ¢�± � ± �;ª ±�³�©�£�¢"£  Å)± ��¯� ± ¤; ³�£ i À

?#À � ± ¤; ³�£ j £ � i+ 1 ¢"£ m ¿ø;À
r :=

√
a2

ii + a2
ji

³
c :=

aii

r

³
s := −aji

rZ�À � ± ¤; ³�£ k £ � i+ 1 ¢"£ m ¿÷;À
r := aik ∗ c− ajk ∗ s

³
ajk := aik ∗ s+ ajk ∗ c

³
aik := r

³
ö�À

r := q̃ik ∗ c− q̃jk ∗ s
³
q̃jk := q̃ik ∗ s+ q̃jk ∗ c

³
q̃ik := r

³
;�À ¤ £ �����´� ± ¤;�¥ ³�£ k ¿
9�õ�À ¤ £ �����´� ± ¤;�¥ ³�£ j ¿



b »

909	À�¤ £ �����´� ± ¤;�¥ ³�£ i À
� £ ÉÎ#�GÔ	� ³�£ "����� ± úËÌ»� ± Í²Ô¬ £�Å ��������Í²� ± ¤; £ Ô ³�£ �ª Ê ¥§ù=�	Éîú²�¬¥§¤ ± �ÿ«�¥¬� ©�± ���

R = Am−1
Q ³�© ¥§Ô�¥®ú´� © �Äª ÃÄ£ "¯	�#¥®ú,V ± Q = Q̃T

Q £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	�#¥®ú,V2¿ Ê � £ A = Q R
À

` ¥	«��»� ± «J¿ Ê � £ ¿���ÉÎ ± «�¥¬� ©�± �#¥R�RÔ	� ©�£µÅC¢ �����#¥®ú.¿�� £ Ô ³�©�£ ����É»ÉÄ� ³�£ ÉÄ� ©�£ ��� ± ú
© ¥®�» £µÅ ��� ± úË�#¥H����¤ £ � £�©�£ «�üC¥ Ã � i Ô £ �®« £µÅ � £)³�£ ú#Ô¬#��� ± �GÉÄ� £ #ï��#¥�¿�ª�¤ £ � £�©�£�ÃÄ£
¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	��� ° ÌÄ#�µ«������ ± Ô	ÉÄ� ³�£�¢�¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	���J� © ¥§Ô	��� �;ª®"ù×À"Ç Ì»� £ «áÉÎ�ª Ê ¥¬�
ÌÄ#�µ«������	�

i
Á £�ÃÄ£ ÉÄ� £ #ï��#¥ ³ � © ��ÉÄ�¬¥§Ô¬�ú#ù=�	Éûú5É�ÌÄ#�µ«������¬¥	« ±H³�£ ÉÎ#� ¢ ��� ÃÄ£ �����;ªµ#��Ô £ Á

ÃÄ£ ÉÄ� £ #ï��#¥�¿ Ê � £ Ì�¤�Ô ± Ô�¥®#�����	� £ ª�«�� £µÅ ��� ± ù É ³�© ¥§Ô�¥¡�#¥ £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	�;ª�ù «�¥¬� ©�± Á
�;ª ³ � © ��ÉÄ�®¥§� £ Ô £ ¤�ÀÄ¸ «�¥¬� ©�± ��� Am−1

�;ª®#��Ô	� « ±¡£ ¤;¥ Å ª;�	Éûú�ÌÄ#�µ«������	� ³�£ ÉÎ#� ¢ � ± Í
ÉÄ� £ #ï�� £ Ô�¿��#¥ Ê�± �#¥®ú?É ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	����Í�À�� £  ±�Ê ��ÉÄ�	Ô £ �����;ª®#��Ô	��Í ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	����Í
ÌÄ#�µ«������ £ ÔCª´«�¥¬� ©�± ��� Am−1

© ¥§Ô	� £)© ¥§� Ã ª´«�¥¬� ©�± ���ZÕÿÀ
����ü×��� ± � É ± ÉÄ�§�µ«�� <�ÀÈô Ô	� ³�£ "�;ú��»�	Éûú3�¬¥§¤ Å �-¤;¥§¤ £ ï © ¥¬�	��� ° Í £�¢ Ôá«��»� £�¢ �

¶;¥»ª�É»É�¥C�#¥HÉÄ� © ¥§� ± ��� <�ô À

` ¥	«�� Ê ¥§� ± ��À¸ä�ÉÎ ± «�¥¬� ©�± �#¥W� ³�© ¥§Ô�¥®ú ³�£�Ê � ± � © �Äª ÃÄ£ "¯	�#¥®ú¯Q ³�© ¥§Ô�¥®úC«�¥¬� ©�± �#¥
¾Q��É»ÉÄ����ï	� ©�Ã ¥�V2¿Ä� £ ¢ �ú ³�£ ÉÄ� ©�£ ��� ± ú�� � QR © ¥®�» £µÅ ��� ± ú ³�£ � © �»ï§ª��»�	Éûú×ÉÎª Ó ��ÉÄ�	Ô§���!Á� £ «�����¯	ü×� £�³ � © ¥§� ±�° Q ª�«�� £�Å ��� ±�° �#¥5«�¥¬� ©�± ��� Qij

V2À
ë ± ÉÎ £á£�³ � © ¥§� ±�° ª�«�� £µÅ ��� ± ú ± ¢ �Ä#��� ± ú.¿r��� £ ï�Í £�¢�± «���Í ¢ �ú © �µ¥® ± �®¥§� ±�±

«��»� £�¢ ¥HÔ © ¥ Ó ��� ±�° ¿ ± «��»�»� ³�£�© ú ¢"£ ¤ O(2m3)
À

���W�C�"�¢�a���£�,¤¥�W� � ¡§¦ >��»� £�¢O£ � © ¥ Å ��� ±�°²³�£ �ª Ê ¥¬�»�	Éûú.¿���ÉÎ ± QR Á © ¥®�» £µÅ �ÎÁ
� ± ��«�¥¬� ©�± ��� Õ ³�£ ÷Ä� ©�£ ��� £ É ³�£ « £�Ó ¯	ù ³�© � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ±�°_£ � © ¥ Å ��� ± úuQMÉ�«JÀ�ÉÄ� © À
<�÷ V2À
Ç-«��»� £�¢ � £ � © ¥ Å ��� ±�° « £µÅ � £ ª�«�����¯	ü ± �	¯ Ê�± ÉÎ £Q£�³ � © ¥§� ±�° ¿¬É £ � ¢ ¥§Ô ³�©�£ ��� ¢ ª�Á

© ª ³ � © �µ«�� £µÅ ��� ± ú�« ± � £�©�£ ÔC«�¥¬� ©�± ��À�ý £�Ãî¢ ¥×��� ³�£ � © �»ï§ª��»�	Éûú�ÉÄ� ©�£�± �	¯H«�¥¬� ©�± ���
Pi
© ¥®�®«�� © ¥ m×m

À�� ©�£ «��G� £�ÃÄ£ ¿#�®¥§¤²¤;¥§¤²« ± � £�© � ± «���ù=�e«�����¯	ü ±�°Ë³�£�© ú ¢"£ ¤�¿
� £e³�©�±Ë± Í ³ � © �µ«�� £µÅ ��� ±�± � © �»ï§ª��»�	Éûú²«�����¯	ü×� £�³ � © ¥§� ±�° À
Ç3«��»� £�¢ � £ � © ¥ Å ��� ±�° � © �»ï§ª��»�	ÉûúËÔ	� ³�£ "� ± ��¯ O

(
4

3
m3

)
£�³ � © ¥§� ±�° ª�«�� £µÅ �ÎÁ

� ± ú ±�¢ �Ä#��� ± ú.À



b æ

B â * åhè$��Þ&% p�Þ'��è&���	Ý.Þ,(	Þ¨kÁ"¡è$��Þ$% Ý�Ù�ßk%�æ�ß\��Ü�Þ,(	Þ6Ý�Þ"ævÜ.- p
½Q��¤ £ � £�© �J��«��»� £�¢ � ± É ³�£ "¯¬�»ª�ù=� £ É £ ï��J��É»Ô £�° ÉÄ�	Ô�¥ «�¥¬� ©�± ��ÀG�v¥§É»É�« £ � ©�± «

ÉÎ�ª Ê ¥ ° É ± «�«��»� ©�±�Ê ����Í²«�¥¬� ©�± � A = A∗ À
C è!Þ"æ�è&"¡ß-Þ-æ�ß%R0��Þ_d-è�ÜvÛvÛ p�Þ'��è&���	Ý�Þ,(	Þ
�Aª�ÉÄ�	¯

A = A∗ ± Ô	ÉÄ�r�»� Ã �¥§Ô	���J�A« ± � £�© � £ �� ±�Ê ��� £ ���;ª®�ú.¿	� £�Ãî¢ ¥GÉ ³�© ¥§Ô§� ¢ Á
 ± Ô £Q© ¥®�» £�Å ��� ± � A = L D L∗ ¿ Ãí¢ � D ð ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	�#¥®úC«�¥¬� ©�± �#¥HQMÉÌÄ#�µ«������¬¥	« ±
dii = 1 ±  ± dii = −1

V2¿
L
ð)#��Ô�¥®ú�� © �Äª ÃÄ£ "¯	�#¥®ú²«�¥¬� ©�± �#¥�À

T /21U#'VW#*! ñÁó"XU-.!Y0*/�ö A�ù=ï§ª�ù «�¥¬� ©�± �;ª+É £ �� ±�Ê ��� « ±+£ �O�;ªµ�ú Ã �¥§Ô	��� « ± « ± � £ Á
© ¥	« ± « £µÅ � £e³�© � ¢ ÉÄ�®¥§Ô ± �	¯eÔ5Ô ±!¢ �

A = L U.

¼A�GÌ»� £�ÃÄ£)© ¥®�» £�Å ��� ± ú²ÉÎ#� ¢ ª	�»�5��� ³�£�Ê ¤;¥ © ¥§Ô§����ÉÄ��Ô

A = L U = A∗ = U ∗ L∗ ⇒ L U = U ∗ L∗ ⇒ U (L∗)−1 = L−1 U ∗.

Ç ³�£ #� ¢ ���µ« © ¥§Ô§����ÉÄ��Ô§�)ÉÎ#��Ô�¥�ÉÄ� £�± � ³�© ¥§Ô�¥®ú.¿�¥�É ³�© ¥§Ô�¥ ° #��Ô�¥®úþ� © �Äª ÃÄ£ "¯	�#¥®ú
«�¥¬� ©�± �#¥�¿ ± Ì»� £�© ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô £ Ô £ �®« £µÅ � £ ¿���ÉÎ ± £ ï	� «�¥¬� ©�± ��� ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	���¡¿� £
��ÉÄ�	¯

U (L∗)−1 = L−1 U ∗ = D ⇒ U = D L∗ ⇒ A = L D L∗.

>��»� £�¢ ¾ £ #��É»É»¤ £�ÃÄ£ Q «��»� £�¢ ¤�Ô�¥ ¢�© ¥¬�	� £�ÃÄ£ ¤ £�© �;ú,V £ É»� £ Ô�¥§� �#¥ ³�£ ÉÄ� ©�£ ��� ±�±
© ¥®�» £µÅ ��� ± ú A = L D L∗ ¿ Ãî¢ �

L =




l11 0 · 0

l21 l22 · 0

· · · ·

lm1 lm2 · lmm




, L∗ =




l11 l∗21 · l∗m1

0 l22 · l∗m2

· · · ·

0 0 · lmm




,

D = diag(d11, d22, . . . , dmm)
¿
dii = 1 ±  ± dii = −1

Q
i = 1, . . . ,m

V2¿.É ± «�Ô £ ª©
�#¥ ¢ ÌÄ#�µ«������ £ « £ �µ�#¥ Ê ¥¬�»�C¤ £ « ³ #��¤!É»� £ �¡É £�³�© ú Å ��� ± ��À#Ç É ± �ª_É ± «�«��»� ©�±�Ê � £ ÉÄ� ±



b �

«�¥¬� ©�± ��� A
�»� ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	���J�_ÌÄ#�µ«������	� Ô§� Ó ��ÉÄ�	Ô§�������¡¿ ¢ ¥ Å �_��ÉÎ ±+£ �#¥²¤ £ «�Á

³ #��¤!É»� £ �µ�#¥ Ê �#¥®ú.À
� £ ÉÄ� ©�£�± «Z¥® ÃÄ£�©�± ��«`Ô	� Ê�± ÉÎ#��� ± ú-ÌÄ#�µ«������ £ Ô²«�¥¬� ©�± ��� L ¢ �ú+Ô§� Ó ��ÉÄ�	Ô§���!Á

� £�° «�¥¬� ©�± ��� A
À\� £)³�© ¥§Ô ± �¥	«�ª�«�� £µÅ ��� ± ú²«�¥¬� ©�± � ± «��»�µ«

aij = aji =
m∑

k=1

likdkkljk =
i∑

k=1

likdkkljk, i 6 j,

� ¢ ��É»¯ ± É ³�£ "¯¬�»ª��»�	Éûú+É ± «�«��»� ©�±�Ê � £ ÉÄ�	¯O«�¥¬� ©�± ��� A ±-© ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô�¥ lik = 0
¿.��ÉÎ ±

k > i
À

Æ��#¥ Ê ¥®�¥ ³�£  £µÅ)± « i = 1
¿�� £�Ãî¢ ¥

a1j = aj1 = l11d11lj1,

£ �	É»ù ¢ ¥5ÉÎ#� ¢ ª��»�

a11 = l211d11,
± lj1 =

a1j

l11d11
, 2 6 j 6 m.

Ç��Jï	� © �µ« d11 = sgn(a11)
¿v� £�Ãî¢ ¥ l11 =

√
|a11|

ï§ª ¢ �»�þÔ§� Ó ��ÉÄ�	Ô§������� « Ê�± ÉÎ £ «JÀ
Ç�ÉÄ�¡ÌÄ#�µ«������	� ³ � © Ô £�ÃÄ£ ÉÄ� £ #ï��#¥)«�¥¬� ©�± ��� L

Ô	� Ê�± ÉÎ#�����¡À
�Aª�ÉÄ�	¯HÔ	� Ê�± ÉÎ#����� ³ � © Ô	�J� r − 1

ÉÄ� £ #ï����Z«�¥¬� ©�± ��� L
¿�� £ ��ÉÄ�	¯HÔ	� Ê�± ÉÎ#�����

lij
¢ �ú 1 6 i 6 r − 1 ± r − 1 6 j 6 m

À
Ç�� Ê�± ÉÎ ± «áÌÄ#�µ«������	� r

Á £�ÃÄ£ ÉÄ� £ #ï��#¥�¿ ± É ³�£ "¯¬�»ª	ú © ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô £

arj =
r∑

k=1

lrkdkkljk =
r−1∑

k=1

lrkdkkljk + lrrdrrljr, r 6 j 6 m.

Æ��#¥ Ê ¥®�¥ ³�£  £µÅ)± « j = r
¿�� £�Ãî¢ ¥CÌ»� £)© ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô £)³�©�± «��»�)Ô ±!¢

arr =
r−1∑

k=1

l2rkdkk + l2rrdrr.

` ¥	«��»� ± «J¿ Ê � £ Ô	ÉÄ�AÉÎ�¥ Ã ¥¬�µ«��J� ³�£�¢ �µ�#¥§¤ £ «-ÉÎª�«�«�� Ô	� Ê�± ÉÎ#����� �#¥ ³�© � ¢ � ¢ ª Óÿ± Í
üC¥ Ã ¥µÍ�À"Ç��Jï	� © �µ« drr = sgn(arr −

r−1∑
k=1

l2rkdkk)
¿�� £�Ãî¢ ¥

lrr =

√√√√
∣∣∣∣∣arr −

r−1∑

k=1

l2rkdkk

∣∣∣∣∣ ,
¥

ljr =

arj −
r−1∑
k=1

lrkdkkljk

lrrdrr
, r < j 6 m.



b½b

òG�ú¡�®¥§¤ £�ÃÄ£=³�£ ÉÄ� ©�£ ��� ± ú © ¥®�» £�Å ��� ± ú¡¾ £ #��É»É»¤ £�ÃÄ£ � © �»ï§ª��»�	Éîú ³�£�© ú ¢ ¤;¥ O
(

1

3
m3

)

¥ ©�± ¦G«��»� ±�Ê ��É»¤ ± Í £�³ � © ¥§� ±�° ¿®�®À¬��À®Ô ¢ Ô £ �r«�����¯	ü×��¿ Ê �µ«OÔ¡«��»� £»¢ �=¶!¥»ª�É»É�¥�À�� ©�±C© �ÎÁ
ü×��� ±�± Æ�AGÕ�¸ Ì»� £G© ¥®�» £µÅ ��� ± � ³�£ �µÔ £ �ú��»�¨�¬¥§¤ Å ��¿�¤!¥§¤ LU © ¥®�» £µÅ ��� ± ��¿	É»Ô§��ÉÄ� ±
© ��ü×��� ± �rÉ ± ÉÄ�§�µ«���Q ô;À:9 Vv¤ © ��ü×��� ± ù ¢ Ô¬ª�Í5É ± ÉÄ�§�µ«þÉ�� © �Äª ÃÄ£ "¯	��� « ± «�¥¬� ©�± �#¥	« ± À
�¨É £ ï	����� £ ª ¢"£ ï��#¥ÿÌ»�¬¥ÿÉîÍ��µ«�¥ ¢ �ú´É ± «�«��»� ©�±�Ê ����Í´ÉÎ�¥¬ï £ �®¥ ³�£ "����������ÍaQ #���!Á

� £�Ê ����Í\V «�¥¬� ©�± ��À

B â:8 êÿÞ\hvæ�Þ,��� Û 6jhvæ�ß'd�Ü�è�ÜvÛ.-w%���- ��ß,"¡Þ\hvæ�Þ�Ù�è�ævÝvÛ

9	À,� £ ÉÄ� ©�£�° �§� LU © ¥®�» £µÅ ��� ± �ÿ«�¥¬� ©�± ��� A =




2 −2 −6

−1 2 5

3 −2 −9




ô;À�Ç�� Ê�± ÉÎ ± �§� £�³�© � ¢ �Ä ± �§�Ä"¯e«�¥¬� ©�± ��� A ± � ³ ª���¤��¬¥l9	À
<�À�Æ�¦ £�© «vª® ±�© ª ° �§� ±×¢"£ ¤;¥ Å)± �§� �§� £�© �µ«vª £ UL © ¥®�» £µÅ ��� ±�± «�¥¬� ©�± ���úQ ¥§�#¥µÁ £�Ã»±�Ê �;ª�ù �§� £�© �µ«�� £ LU © ¥®�» £µÅ ��� ±�± «�¥¬� ©�± ���WV2À
?#À�½¡¥ °!¢�± �§��É ³�£ « £�Ó ¯	ù «��»� £�¢ ¥e¶!¥»ª�É»É�¥ © ��ü×��� ± �GÉ ± ÉÄ�§�µ«�� Ax = b

¿ Ãî¢ �

A =




5.01 8 5

2 3 5

3 4.99 5


 , b =




−19.01

−1

−7.97


 .

Ç�� Ê�± ÉÎ#��� ± ú ³�©�£ Ô £�¢�± �§�eÉC� © �µ«vúþ�µ�#¥ Ê ¥ Óÿ± « ± � ± ¦ © ¥	« ± Àv�.�Ä�»ª®"¯µ�¬¥¬�ËÉ © ¥§Ô	� ± �§�
É¨� £�Ê ��� « © ��ü×��� ± �µ« x∗ = (−1,−3, 2)T

À

ø;À!� £ ÉÄ� ©�£�° �§� QR © ¥®�» £µÅ ��� ± ��«�¥¬� ©�± ��� A =




1.0 2 3

0 0 1

2 3 4



É ³�£ « £�Ó ¯	ù

³�© � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ± úþÔ © ¥ Ó ��� ± ú Qó¶ ± Ô§����É�¥�V2À�Ç�� Ê�± ÉÎ#��� ± ú ³�©�£ Ô £»¢�± �§�)ÉC� © �µ«vú �µ�#¥µÁ
Ê ¥ Óÿ± « ± � ± ¦ © ¥	« ± À
Z�À{� £ ÉÄ� ©�£�° �§� QR © ¥®�» £µÅ ��� ± �H«�¥¬� ©�± ���h«�¥¬� ©�± ��� A ± � ³ ª���¤��¬¥�ø5É ³�£ « £ Á

Ó ¯	ù ³�© � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ± ú £ � © ¥ Å ��� ± ú�Q ¾¡¥Äª�ÉîÍ £  ¢ � © ¥�V2À�Ç�� Ê�± ÉÎ#��� ± ú ³�©�£ Ô £�¢�± �§��É
� © �µ«vú��µ�#¥ Ê ¥ Óÿ± « ± � ± ¦ © ¥	« ± À



b f

÷;À�½G¥ °!¢�± �§�¡É ³�£ « £�Ó ¯	ù]«��»� £�¢ ¥×¾ £ #��É»É»¤ £�ÃÄ£C© ��ü×��� ± �¨É ± ÉÄ�§�µ«�� Ax = b
¿ Ãî¢ �

A =




1.0 −1.0 2.0

1.0 5.0 0

2.0 0 6.0


 , b =




6.0

−14

10


 .

Ç�� Ê�± ÉÎ#��� ± ú ³�©�£ Ô £�¢�± �§�×É¨� © �µ«vú´�µ�#¥ Ê ¥ Óÿ± « ± � ± ¦ © ¥	« ± À
ö�À.¼A�®«���� ± �§�H¥® ÃÄ£�©�± ��« «��»� £�¢ ¥´¶;¥Äª�É»É�¥_�#¥_ÉÄ� © ¥§� ± ��� <�ô ¢ �ú © ��ü×��� ± ú l É ± ÁÉÄ�§�µ«Ë ± ��� ° ����Í×ª © ¥§Ô	����� ±�° É £�¢�± �#¥§¤ £ Ô £�° «�¥¬� ©�± ��� ° A ± l © ¥®�µ��� « ± ÉÄ� £ #ï��#¥	« ±

³�© ¥§Ô	��Í Ê ¥§ÉÄ�§� ° À
;�À
� £ ÉÄ� £�° �§�e¥® ÃÄ£�©�± ��« QR © ¥®�» £µÅ ��� ± ú-«�¥¬� ©�± ���RÉ ³�£ « £�Ó ¯	ùÑ«��»� £�¢ ¥ £ �®Á

© ¥ Å ��� ±�° À



b �

« ¬ z��
K�®����}��� t �þ~F�
z��
	 t ��
£��
����¤ �CBEDGF

Æª;�	¯ ± �§� © ¥§� ±�£ ������Í�«��»� £�¢"£ Ô×É £ ÉÄ� £�± �×Ô×Ô	�Jï £�© �A�#¥ Ê ¥®"¯	� £�ÃÄ£×³�©�± ï§ ±;Å ��� ± ú
x(0) ¤�� £�Ê � £ «vª © ��ü×��� ± ù x∗

É ± ÉÄ�§�µ«��

A x = b

±ÿ³�£ ÉÄ� ©�£ ��� ±�± ¥® ÃÄ£�©�± ��«�¥AÔ	� Ê�± ÉÎ#��� ± ú ³�£ ÉÎ#� ¢"£ Ô�¥¬�§�Ä"¯	����Í ³�©�± ï§ ±;Å ��� ±�° Q ± �§�ÎÁ
© ¥§� ±�° ¿ £ � �¥¬� ± ��É»¤ £�ÃÄ£ ÉÎ £ Ô�¥ “ ± �§� © ¥§� ±�£ “ ð ³�£ Ô§� £�© ��� ± �¸V x(n) �¬¥§¤ ± Í�¿ Ê � £ ï��
lim
n→∞

x(n) = x∗
À�Ç�� Ê�± ÉÎ#��� ± � ± �§� © ¥§� ±�°�³�©�£�¢"£  Å ¥¬�»�	Éûú ¢"£ �§�ÎÍ ³�£�© ¿ ³�£ ¤;¥þ���

ï§ª ¢ �»� ¢"£ ÉÄ� ±�Ã �;ª;�¬¥6�®¥ ¢ ¥§���#¥®ú�� £�Ê � £ ÉÄ��¯�¿��µÀ ��À ³�£ ¤;¥6���Ëï§ª ¢ �»�+Ô	� ³�£ "����� £ ª�ÉÎ £ Á
Ô ± � ‖x(n) − x∗‖ < ε

À ` ¥	«��»� ± «J¿ Ê � £Ë³�©�±6© ¥§É Ê �»�§�)« £µÅ � £Ë± É ³�£ "¯¬� £ Ô�¥¬�	¯_ ± üÿ¯
Ô	� Ê�± ÉÎ�ú��µ«vª�ù Q ³�© ¥§¤�� ±�Ê ��É»¤;ª�ùKV £ ������¤;ª ³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ� ± ¿�Ô§�Ä ±�Ê�± �#¥_¤ £ � £�©�£�°Ë¢"£ Á
ÉÄ�¬¥¬� £�Ê � £ ï§ ± �µ¤;¥H¤��µ�#¥ Ê ��� ± ù ‖x(n) − x∗‖ À¼Q�§� © ¥§� ±�£ �����J�Ë«��»� £�¢ � £ É £ ï	����� £ Ô�¥ Å ��� ³�©�±á© ��ü×��� ±�± ï £ "¯	ü ± Í�É ± ÉÄ�§�µ«J¿
�¬¥§¤´¤;¥§¤ £ � ±�£ ï�� Ê � £ � © �»ï§ª�ù=�e«�����¯	ü×�»� Ê�± ÉÎ £5£�³ � © ¥§� ±�° O(m2)

¿��µÀÖ��À��#¥ ³�£�© ú;Á
¢"£ ¤Ë«�����¯	ü×��¿ Ê �µ«�� £�Ê ���J�ÿ«��»� £�¢ �±Q

O(m3)
VÎÀ

ëQ� £ ï�� £�©�Ã ¥§� ± � £ Ô�¥¬�	¯GÔ	� Ê�± ÉÎ#��� ± ú n Á £�°5± �§� © ¥§� ±�± x(n) Ô	�Jï	� © �µ«þ����¤ £ � £�© ª�ù
����Ô	� ©�£µÅC¢ �����;ª�ùÑ«�¥¬� ©�± �;ª B ¿��#¥¬ï £�© ³ ¥ © ¥	«��»� ©�£ Ô τn ¿ n = 1, 2, . . . ± © ¥§É»É�« £ �®Á
©�± « ± �§� © ¥§� ±�£ ����� °²³�©�£ ����É»É

B
x(n) − x(n−1)

τn
+ Ax(n−1) = b, n = 1, 2, . . .

Q�?#À:9®V

ä�ÉÎ ± ³�£ �ª Ê �����#¥®ú �¬¥§¤ ± « É ³�£ É £ ï £ « ³�£ ÉÎ#� ¢"£ Ô�¥¬�	�Ä"¯	� £ ÉÄ�	¯ x(n) ÉîÍ £»¢�± �	Éûú ¤
����¤ £ � £�©�£ «vª ³�© � ¢ �Ä�ª x∗ ¿µ� £ Ì»� £ � ³�© � ¢ �Ä×ú#Ô¬�ú��»�	Éûú�� £�Ê ��� « © ��üÿ��� ± �µ«ËÉ ± ÉÄ�§�µ«��
Ax = b

À.ò�� ° ÉÄ�	Ô ± �§�Ä"¯	� £ ¿ ³ � © �ÎÍ £»¢ ú?¤ ³�© � ¢ �Ä�ª-Ô²É ± ÉÄ�§�µ«��#Q ?#À:9 V ³�©�± n → ∞ ¿
³�£ �ª Ê�± « Ax∗ = b

À
� £ ÉÄ� ©�£ ������� °Z³�©�£ ����É»É7Q ?#À:9 V�Ô	� Ê�± ÉÎ#��� ± ú x(n) �#¥®�µ�rÔ�¥¬�»�	Éûú ¢ Ô¬ª�Í!ÉÎ £�° ��� «

����ÉÄ�¬¥§� ±�£ �#¥ © ��� « ± �§� © ¥§� ±�£ ����� «Z«��»� £»¢"£ « © ��ü×��� ± ú-Æ�AGÕ�¸=ÀOä�ÉÎ ± τn = τ
¿�� £

± �§� © ¥§� ±�£ ����� ° «��»� £�¢ �#¥®�µ�rÔ�¥¬�»�	Éûú ÉÄ�¬¥§� ±�£ �#¥ © ��� «JÀ�� Ê ��Ô ±!¢ � £ ¿ Ê � £�³ ¥ © ¥	«��»�®Á
© � τn

¿
n = 1, 2, . . . ± «�¥¬� ©�± �;ª B �#¥ ¢"£ Ô	�Jï © ¥¬�	¯O�¬¥§¤�¿ Ê � £ ï�� ± �§� © ¥§� ±�£ ����� °

³�©�£ ����É»É�ÉîÍ £�¢�± "Éîú ± ¤;¥§¤O« £µÅ � £ ï��rÉÄ� © �»��¿ ³�©�±�Ê �µ« Ô	� Ê�± ÉÎ#��� ± �C«�¥¬� ©�± ��� B−1



b�µ

¢"£  Å � £ ï��J�	¯5ÉÎª Ó ��ÉÄ�	Ô§����� £5³�©�£�Ó �GÔ	� Ê�± ÉÎ#��� ± ú A−1 À�Ç�� © ¥®� ± « x(n) ± �øQ ?#À:9 V

x(n) = (E − τnB
−1A)x(n−1) + τnB

−1b,

«�¥¬� ©�± �#¥ Sn = E − τnB
−1A

�#¥®�µ�rÔ�¥¬�»�	Éûú²«�¥¬� ©�± ��� °Ë³ � © �ÎÍ £�¢ ¥�À
�Qï £ �µ�#¥ Ê�± « Ê � © �Ä� r(n) = x(n) − x∗ £ ü ± ï�¤;ª nÁ £�°3± �§� © ¥§� ±�± À ` ¥ ¢ ¥ Ê ¥?Ô	��Á

Ê�± ÉÎ#��� ± ú ³�©�± ï§ ±;Å ����� £�ÃÄ£e© ��ü×��� ± ú�É ± ÉÄ�§�µ«�� Q ?#À:9 V�É¨� £�Ê � £ ÉÄ�	¯	ù ε
É»Ô £�¢�± �	ÉîúË¤

�#¥µÍ £µÅC¢ ��� ± ù �®¥§¤ £�ÃÄ£ �µ�#¥ Ê ��� ± ú n = n(ε)
¿ Ê � £

‖r(n)‖ = ‖x(n) − x∗‖ 6 ε‖x(0) − x∗‖ 6 ε‖r(0)‖.
ä�ÉÎ ±_¢ �ú´Ô	� Ê�± ÉÎ#��� ± ú k Á £�°�± �§� © ¥§� ±�± � © �»ï§ª��»�	Éûú qk ¥ ©�± ¦G«��»� ±�Ê ��É»¤ ± Í ¢ � ° ÁÉÄ�	Ô ±�° ¿®� £=¢ �úÿÔ	� Ê�± ÉÎ#��� ± ú ³�©�± ï§ ±;Å ����� £�ÃÄ£¡© ��ü×��� ± ú×É�� £�Ê � £ ÉÄ�	¯	ù ε � © �»ï§ª��»�	Éûú

q(ε) =
n(ε)∑
k=1

qk
£�³ � © ¥§� ±�° À#¼Q�§� © ¥§� ±�£ ����� ° «��»� £�¢ ï§ª ¢ �»�CÌ�¤ £ � £ « ±�Ê ��� «J¿;��ÉÎ ± « ± Á

� ± « ± � ±�©�£ Ô�¥¬�	¯ q(ε) �®¥CÉ Ê �»�)Ô	��ï £�© ¥ ³ ¥ © ¥	«v�»� ©�£ Ô τn ¿ n = 1, 2, . . .
À

ëQ� £ ï�� ³�£ �ª Ê�± ��¯eÉ ± ÉÄ�§�µ«vª ¢ �úËÔ	� Ê�± ÉÎ#��� ± ú r(n) ð £ ü ± ï�¤ ± nÁ £�°Ë± �§� © ¥§� ±�± ¿Ô	� ³�± ü×�µ« ¢ Ô§��É ± ÉÄ�§�µ«��

B
x(n) − x(n−1)

τn
+ Ax(n−1) = b,

B
x∗ − x∗

τn
+ Ax∗ = b.

Ç�� Ê�± �¬¥®ú ± � ³ � © Ô £�ÃÄ£ Ô§��¤�� £�© � £�ÃÄ£ ª © ¥§Ô	����� ± úËÔ§� £�©�£ ��¿ ³�£ �ª Ê�± «

B
r(n) − r(n−1)

τn
+ Ar(n−1) = 0 ⇒ r(n) = (E − τnB

−1A)r(n−1) = Snr
(n−1)

òÿ¥®#�»�6ï§ª ¢ �µ« © ¥§É»É�«�¥¬� ©�± Ô�¥¬�	¯ ÉÄ�®¥§� ±�£ �#¥ © ���J� ± �§� © ¥§� ±�£ �����J��«��»� £�¢ �¡¿ �µÀ ��À
τn = τ ¢ �ú�"ù=ï £�ÃÄ£ n ¿"¥5«�¥¬� ©�± �#¥ ³ � © �ÎÍ £»¢ ¥ S = E − τB−1A

À#ý £�Ãî¢ ¥

x(n) = (E − τB−1A)x(n−1) + τB−1b = Sx(n−1) + c,
Q�?#ÀÈô0V

¥
r(n) = Sr(n−1) = S Sr(n−2) . . . = Snr(0).



b å

S ñ./�ð{ñ �)#�/øò*/j-.!$#*!$/2f_ô%/¯�±°U-Ðó%/*0¸õ'õA-¯²%/®ò¸õ8�)/j-.!éõl-.!$#*+\õ%/®ô%#ëð,ô%/*h¯/iõ"! ñ�ð8#*+\õ%/®ô"³
ô%/*h¯/[� ñ�!$/®ò*# À
ä�ÉÎ ± � £�© «�¥¡«�¥¬� ©�± ��� S «�����¯	ü×�J� ¢�± � ± ���¡¿	� £G± �§� © ¥§� ±�£ ����� °)³�©�£ ����É»É�Q ?#ÀÈô VÉG«�¥¬� ©�± ��� °Ë³ � © �ÎÍ £�¢ ¥ S ÉíÍ £�¢�± �	Éûú.À

T /21U#'VW#*! ñÁó"XU-.!Y0*/�ö � £�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ�	¯ r(n) = Snr(0) ¿ £ �	É»ù ¢ ¥ ¢ �ú É £�Ã �¥§É £ Ô�¥§������Í
� £�© «á«�¥¬� ©�± ��� ± Ô§��¤�� £�© ¥ ³�£ �ª Ê ¥¬�»�	Éûú ‖r(n)‖ 6 ‖S‖n‖r(0)‖ À'ä�ÉÎ ± ‖S‖ 6 1

¿;� £
‖r(n)‖ → 0 ³�©�± n→ ∞ À

S ñ./�ð{ñ �)#´/øô,ñ./jµ.²%/®ò¸õa�4/¶�²õuò*/j-.!$#*!$/2f_ô%/¯�±°U-Ðó%/*0¸õ'õA-¯²%/®ò¸õ��)/j-.!éõl-.!$#*+\õ%/®ô%#ëð,³
ô%/*h¯/Eõ"! ñ�ð8#*+\õ%/®ô'ô%/*h¯/(� ñ�!$/®ò*# À
òG�úe� £�ÃÄ£ÿÊ � £ ï�� ± �§� © ¥§� ±�£ ����� °�³�©�£ ����É»ÉHQ ?#ÀÈô V�ÉQ«�¥¬� ©�± ��� °�³ � © �ÎÍ £�¢ ¥ S ÉîÍ £ Á

¢�± "Éûú ¢ �ú)"ù=ï £�ÃÄ£ �#¥ Ê ¥®"¯	� £�ÃÄ£ÿ³�©�± ï§ ±;Å ��� ± ú���� £ ï�Í £�¢�± « £ÿ±H¢"£ ÉÄ�¬¥¬� £�Ê � £ ¿ Ê � £ Á
ï��`Ô	ÉÄ�GÉ £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J� Ê�± ÉÎ�¥5«�¥¬� ©�± ��� S

ï��� ±´³�£ « £�¢ ª®"ù «�����¯	ü×�¡� ¢�± � ± ���¡À
T /21U#'VW#*! ñÁó"XU-.!Y0*/�ö ò £ ÉÄ�¬¥¬� £�Ê � £ ÉÄ�	¯�À
�Aª�ÉÄ�	¯ ³�£�¢"£ ï�� £ � ³�© � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ± ��É�«�¥¬� ©�± ��� ° G ³�©�± Ô £�¢�± �¨����Ô	� ©�£µÅC¢ �����;ª�ù

«�¥¬� ©�± �;ª S ¤ Åÿ£�©	¢ ¥§� £ Ô £�° ¦ £�© «�� J = G S G−1 ¿ Ãí¢ �

J =




Jα1
0 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . Jαk


 , α1 + . . .+ αk = m.

· £�©	¢ ¥§� £ Ô�¥H¤;#�»�	¤;¥ Jαk

© ¥®�®«�� © ¥ αk × αk
± «��»�»�5Ô ±!¢

Jαk
=




µk 1 0 . . . 0

0 µk 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . µk




,

Ãî¢ � µk
ð_É £ ï�ÉÄ�	Ô§����� £ � Ê�± ÉÎ £ «�¥¬� ©�± ��� S

À
� £ ¤;¥ Å �µ«þ�#¥ ³�©�± «�� © � Åÿ£�©	¢ ¥§� £ Ô £�° ¤;#�»�	¤ ±)© ¥®�®«v� © ¥ 3×3

¿ Ê � £ Jn
αk

→ 0 ³�©�±
n→ ∞ ¿���ÉÎ ± |µk| < 1

À;ò�� ° ÉÄ�	Ô ± �§�Ä"¯	� £ ¿"Ô	� Ê�± ÉÎ ± «&����É»¤ £ "¯	¤ £ ÉÄ�§� ³ ����� ° Jαk



b ì

Jαk
=




µk 1 0

0 µk 1

0 0 µk


 , J2

αk
=




µ2
k 2µk 1

0 µ2
k 2µk

0 0 µ2
k


 ,

J3
αk

=




µ3
k 3µ2

k 3µk

0 µ3
k 3µ2

k

0 0 µ3
k


 , J4

αk
=




µ4
k 4µ3

k 6µ2
k

0 µ3
k 4µ3

k

0 0 µ4
k


 ,

± �®¥§¤ ¢ ¥®#�»� Jn
αk

=




µn
k nµn−1

k C2
nµ

n−2
k

0 µn
k nµn−1

k

0 0 µn
k


 .

�Q�	É»ù ¢ ¥AÉÎ#� ¢ ª��»�µ¿ Ê � £ Jn → 0 ³�©�± n→ ∞ ¿µ��ÉÎ ± ª×«�¥¬� ©�± ��� S Ô	ÉÄ��É £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J�
Ê�± ÉÎ�¥ |µk| < 1

À
òG�ú ³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ� ± r(n) ³�£ �ª Ê ¥¬�µ«

r(n) = Snr(0) = G−1J GG−1
︸ ︷︷ ︸

E

JG . . . G−1JG r(0) = G−1JnG r(0).

�Q�	É»ù ¢ ¥

‖r(n)‖ = ‖G−1JnG r(0)‖ 6 ‖G−1‖ ‖Jn‖ ‖G‖ ‖r(0)‖ → 0 ³�©�± n→ ∞.

½Q� £ ï�Í £�¢�± « £ ÉÄ�	¯�À
�Aª�ÉÄ�	¯¡ª)«�¥¬� ©�± ��� S ��ÉÄ�	¯�É £ ï�ÉÄ�	Ô§����� £ � Ê�± ÉÎ £ |µp| > 1

¿!¥
ϕp °

É £	£ �	Ô§�»�	ÉÄ�	Ô¬ª�Á
ù Óÿ±�° �µ«vª)É £ ï�ÉÄ�	Ô§������� ° Ô§��¤�� £�© À�Ç��Jï	� © �µ«+Ôÿ¤!¥ Ê ��ÉÄ�	Ô§�¨�#¥ Ê ¥®"¯	� £�ÃÄ£C³�©�± ï§ ±;Å �ÎÁ
� ± ú x(0) = x∗ + εϕp

¿ Ãí¢ � x∗ ð_� £�Ê � £ � © ��ü×��� ± �ÿÆ�AGÕ�¸ ¿ ε ð�«�¥®�¥®úË¤ £ ��ÉÄ�¬¥§���¬¥�Àý £�Ãî¢ ¥ r(0) = εϕp

¿�¥
r(n) = εSnϕp = ε µn

p ϕp

���CÉÄ� © �µ« ± �	Éûúþ¤þõ ³�©�± n → ∞ ¿
�®À ��À����»�)ÉîÍ £�¢�± « £ ÉÄ� ± À

L â � åhè$��Þ$% hvæ�Þ,�0��Þ\2 Û���è�æ�ß\[vÛ�Û
ä�ÉÎ ± B = E

¿�� £ ÉÄ�¬¥§� ±�£ �#¥ © ��� °&± �§� © ¥§� ±�£ ����� °&³�©�£ ����É»É�É�«�¥¬� ©�± ��� °�³ �ÎÁ
© �ÎÍ £�¢ ¥ S = E − τA

�#¥®�µ�rÔ�¥¬�»�	Éûú+«��»� £»¢"£ « ³�©�£ ÉÄ� £�°+± �§� © ¥§� ±�± ÀvÆ�¤ £�©�£ ÉÄ�	¯´� ÃÄ£



f û

ÉîÍ £»¢�± « £ ÉÄ� ± �§�µ«`Ô	�rü×��¿ Ê �µ«`«�����¯	ü×�)«�¥§¤!É ± «vª�«`« £»¢ ª®#� ° É £ ï�ÉÄ�	Ô§��������Í Ê�± ÉÄ�Ä
«�¥¬� ©�± ��� ³ � © �ÎÍ £»¢ ¥ S Q max

k
|µk|

V2À ` �#¥ Ê�± �¡�#¥ ¢"£ Ô	�Jï © ¥¬�	¯ τ �¬¥§¤�¿ Ê � £ ï�� max
k

|µk|ï���O« ± � ± «�¥®"¯	��� «JÀ

d ð,õ8� ñ�ðjö � £ ¤;¥ Å �µ«Z¤;¥§¤?�#¥ ± �ª Ê ü ± « £ ï © ¥®� £ «ZÔ	�Jï © ¥¬�	¯ τ ¿���ÉÎ ± A = A∗ > 0
±+± �µÔ§��ÉÄ�	��� Ã»© ¥§� ± ��� É ³ ��¤�� © ¥O«�¥¬� ©�± ��� A

¿.� £ ��ÉÄ�	¯ 0 < γ1 6 λk 6 γ2
¿
k =

1, . . . ,m
À

ä�ÉÎ ± ϕk ð-É £ ï�ÉÄ�	Ô§������� ° Ô§��¤�� £�© ¿ £ �	Ô§� Ê ¥§ù Óÿ±�° λk
¿�� £þ£ �?�¬¥§¤ Å ��ú#Ô¬�ú��»�	Éîú

É £ ï�ÉÄ�	Ô§������� «+Ô§��¤�� £�©�£ «�«�¥¬� ©�± ��� ³ � © �ÎÍ £�¢ ¥ S ¿ ± �µ«vª)É £	£ �	Ô§�»�	ÉÄ�	Ô¬ª��»�CÉ £ ï�ÉÄ�	Ô§���!Á� £ � Ê�± ÉÎ £ µk = 1 − τλk
À

ä�ÉÎ ± 0 < τ < 2/γ2
¿!� £ |µk| = |1− τλk| < 1 ± Ô	� ³�£ "�;ú��»�	Éûú���� £ ï�Í £�¢�± « £ � ±

¢"£ ÉÄ�¬¥¬� £�Ê � £ �5ª�ÉÎ £ Ô ± �)ÉîÍ £�¢�± « £ ÉÄ� ±-± �§� © ¥§� ±�° À�òG�úþª�É»¤ £�© ��� ± ú ± �§� © ¥§� ±�£ ��� £�ÃÄ£
³�©�£ ����É»É�¥?�#¥ ¢"£ �#¥ ± ���§� © Ô�¥®#� 0 < τ < 2/γ2

Ô	�Jï © ¥¬�	¯ τ = τ∗
�¬¥§¤�¿ Ê � £ ï��

|µ∗| = min
0<τ<2/γ2

max
16k6m

|1 − τλk|
À

�\¶¸·º¹ � ¼¶¸{ßÁÂ®¿ÐÉTÊ��jÃÅÀ�Û&ÈTÆ�ÈTÆÅÃÅà�ÕØ¿Á×Ø¿ÐÛ&ÈTÊ�×Ø¿
τ
Í�Î{Ò½ÏÐÊ�ÏÐ×�ÏÐÜ�ÆØ¿�ÝºÏÑá�ÃÅÊ�É à.ÀÑÆØ¿�Ä�ÈTÆÅÃ�È

τ = τ∗
ÍÁÏ�ß�ÈÑÉTÕ�ÈTÄÅÃÅÎë¿ÁÓ{Ô�ÈÑÈ

É�¿ÐÛ$ËºÓ¯ßÐÇ,ÉTÊ�×ÅËºÓiÉ ÝºÏÑá�Ã�Û&Ï�ÉTÊ���Û&ÈTÊ�ÏÑá®¿!ÕÅ×�Ï�ÉTÊ�Ç'ÝêÃÅÊ�ÈT×Ø¿ÁÌÅÃÅÜ�áÅÂ�à
A = A∗ > 0

�

�v¥§É»É�« £ � ©�± «þ�#¥ ± ���§� © Ô�¥®#� γ1 < λ < γ2
¦Qª���¤�� ± ù gλ(τ) = 1−τλ À�Ç��Jï	� © �µ«�¬¥§¤ £ �×�µ�#¥ Ê ��� ± � τ = τ∗

¿ Ê � £ ï�� |gλ(τ∗)| 6 |gλ(τ)| ¢ �ú γ1 < λ < γ2
± 0 < τ <

2/γ2
À ` ¥	«��»� ± «J¿ Ê � £ �#¥ ± ���§� © Ô�¥®#� 0 < τ < 1/γ2

£ ï	� ¦Qª���¤�� ±�±)³�£  £µÅ)± �§�Ä"¯	���¡¿
�µÀ ��À |gγ2

(τ)| 6 |gγ1
(τ)| ¿ ±�£ � ©�± �#¥¬�§�Ä"¯	���]�#¥ τ > 1/γ1

¿��®À ��À |gγ1
(τ)| 6 |gγ2

(τ)| Àý�� ³ � © ¯5�#¥ £ � © �Ä�µ¤�� 1/γ2 6 τ 6 1/γ1
�#¥ °!¢ �µ«��¬¥§¤ £ ���µ�#¥ Ê ��� ± � τ0 ¿ ³�©�± ¤ £ � £ Á



f »

©�£ «

|gγ2
(τ0)| = |gγ1

(τ0)|,
� £ ��ÉÄ�	¯ 1 − τ0γ1 = τ0γ2 − 1 ⇒ τ0 =

2

γ1 + γ2
.

� £ ¤;¥ Å �µ«J¿ Ê � £ τ0 ± ��ÉÄ�	¯ ± É»¤ £ « £ � τ∗ À§ò�� ° ÉÄ�	Ô ± �§�Ä"¯	� £ ¿ ¢ �ú5"ù=ï £�ÃÄ£ γ1 6 λ 6 γ2Ô	� ³�£ "�;ú#ù=�	Éûú²��� © ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô�¥

|gλ(τ)| 6 |gγ1
(τ0)| 0 < τ 6 τ0

|gλ(τ)| 6 |gγ2
(τ0)| τ > τ0

¼A�rÌ»� ± Í5��� © ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô¡ÉÎ#� ¢ ª��»�µ¿ Ê � £ |gλ(τ0)| = min
06τ62/γ2

max
γ16λ6γ2

|gλ(τ)|
QMÉ�«JÀ ©�± É	À Z V2À

ý�¥§¤ ± « £ ï © ¥®� £ «J¿��#¥ °!¢ ��� £ �¬¥§¤ £ �¡�µ�#¥ Ê ��� ± � ³ ¥ © ¥	«��»� © ¥ τ0 ¿ Ê � £

max
16k6m

|1 − τ0λk| 6 max
16k6m

|1 − τλk| < 1

¢ �ú�"ù=ï £�ÃÄ£ �µ�#¥ Ê ��� ± ú 0 < τ < 2/γ2
À

�¨����� ± « ¢ �ú´Ì»� £�ÃÄ£)³�©�± «�� © ¥H� £�© «vª´«�¥¬� ©�± ��� ³ � © �ÎÍ £�¢ ¥ S
‖S‖ = max

γ16λ6γ2

∣∣∣∣1 − 2

γ1 + γ2
λi

∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣1 − 2γ2

γ1 + γ2

∣∣∣∣ =
γ2 − γ1

γ1 + γ2
=
ζ − 1

ζ + 1

Ãî¢ � ζ =
γ2

γ1
≈ cond(A)

À�·�� £C£ �µ�#¥ Ê ¥¬�»��  Ê �µ«+ï £ "¯	ü×� cond(A)
¿!�§�µ«-Í;ª Å �¡ÉîÍ £�¢�± Á

« £ ÉÄ�	¯�¿"�¬¥§¤O¤;¥§¤ ‖S‖ → 1 ³�©�± ζ → ∞ ¿"�µÀ ��À ¢ �ú ³  £ Í £e£ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#��������Í²É ± ÉÄ�§�µ«
«��»� £�¢ ³�©�£ ÉÄ� £�°´± �	� © ¥§� ±�± ÉîÍ £»¢�± �	Éûú²«�� ¢ #����� £ QMÉ�«JÀ��§� £�© �µ«vª��#¥HÉÄ� © ?�ö V2À

L â + åhè$��Þ$%º¹´Ý�Þ,)"Û
` ¥ ³�± ü×�µ«áÉ ± ÉÄ�§�µ«vª Ax = b

ÔHÔ ±!¢ �

aiixi +
m∑

j=1,j 6=i

aijxj = bi, i = 1, . . . ,m.

ä�ÉÎ ± aii 6= 0
Q
i = 1, . . . ,m

V ± �®¥ ¢ ¥§� £ x(n) ð nÁ £ � ³�©�± ï§ ±;Å ��� ± ��¤ © ��ü×��� ± ùÉ ± ÉÄ�§�µ«��¡¿	� £ Ô ± �§� © ¥§� ±�£ ��� £ «?«��»� £»¢ � ] ¤ £ ï ± iÁÂ¥®ú)¤ £ « ³�£ �������®¥ (n+1)
Á £�ÃÄ£�³�©�± Á

ï§ ±;Å ��� ± ú²Ô	� Ê�± ÉÎ�ú��»�	Éûú ± � iÁ £�ÃÄ£ ª © ¥§Ô	����� ± úËÉ ± ÉÄ�§�µ«��

aiix
(n+1)
i +

m∑

j=1,j 6=i

aijx
(n)
j = bi, i = 1, . . . ,m.



f æ

ëQ� £ ï�� ³�£ �ª Ê�± �	¯ ¢"£ ÉÄ�¬¥¬� £�Ê ���J�²ª�ÉÎ £ Ô ± ú ÉíÍ £�¢�± « £ ÉÄ� ± «��»� £�¢ ¥ ] ¤ £ ï ± ¿�É»Ô§� ¢ �µ«
� ÃÄ£ ¤ ¢ Ô¬ª�Í!ÉÎ £�° � £ «�ª ± �§� © ¥§� ±�£ ��� £ «vª�«��»� £�¢ ª�À¸�Qï £ �µ�#¥ Ê�± « B = diag(a11, . . . , amm)

¿
� £�Ãî¢ ¥5«��»� £�¢^] ¤ £ ï ± « £µÅ � £ �®¥ ³�± É�¥¬�	¯)ÔHÔ ±!¢ �

B(x(n+1) − x(n)) + Ax(n) = b⇒ x(n+1) = (E −B−1A)x(n) +B−1b,

Ãî¢ � S = E −B−1A °
«�¥¬� ©�± �#¥ ³ � © �ÎÍ £»¢ ¥�À

¼A�_�§� £�© �µ«�� £Ë¢"£ ÉÄ�¬¥¬� £�Ê � £ «Zª�ÉÎ £ Ô ±�± ÉîÍ £�¢�± « £ ÉÄ� ±?³�£ �ª Ê ¥¬�»�	Éûú.¿ Ê � £ «��»� £�¢
] ¤ £ ï ± ÉîÍ £»¢�± �	Éûú.¿���ÉÎ ± «�¥¬� ©�± �#¥ A ± «v�»�»� ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	� £ � ³�© � £ ï§�¥ ¢ ¥§� ± � ³�£ ÉÄ� ©�£ Á¤;¥	« ±  ±e³�£ ÉÄ� £ #ï��#¥	«JÀ�ò�� ° ÉÄ�	Ô ± �§�Ä"¯	� £ ¿ ¢"£ ÉÄ�¬¥¬� £�Ê � £ �Aª�ÉÎ £ Ô ± �QÉîÍ £�¢�± « £ ÉÄ� ±H¢ �ú
³ � © Ô £�° � £�© «��Z«�¥¬� ©�± � ± «��»�»�)Ô ±!¢

‖S‖1 = max
16i6m

m∑

j=1

|sij| < 1 ⇒
m∑

j=1,j 6=i

|aij|
|aii|

< 1 ⇒ |aii| >
m∑

j=1,j 6=i

|aij|,

¥ ¢ �ú ¢�© ª ÃÄ£�° � £�© «��

‖S‖∞ = max
16j6m

m∑

i=1

|sij| < 1 ⇒
m∑

i=1,i6=j

|aij|
|aii|

< 1 ⇒ |aii| >
m∑

i=1,i6=j

|aij|.

ä�ÉÎ ± �®¥ ¢ ¥§� £ �#¥ Ê ¥®"¯	� £ � ³�©�± ï§ ±;Å ��� ± � x(0) ¿�� £ ¥® ÃÄ£�©�± ��« «��»� £�¢ ¥ ] ¤ £ ï ±
« £µÅ � £ �®¥ ³�± É�¥¬�	¯�¿#�#¥ ³�©�± «�� © ¿��¬¥§¤� 
9	À
n := 0

¿
ô;À#� ± ¤;²Ô	� Ê�± ÉÎ#��� ± ú ³�©�± ï§ ±;Å ����� £�ÃÄ£e© ��ü×��� ± úOÆ�A�Õ�¸ ¿
<�À � ± ¤; ³�£ i £ � 1 ¢"£ m ¿

?#À
x

(1)
i =

bi −
m∑

j=1,j 6=i

aijx
(0)
j

aii

¿
ø;À ¤ £ �����´� ± ¤;�¥ ³�£ i ¿
Z�À
x(0) := x(1) ¿ n := n+ 1

¿
÷;À#Ô	� Ê�± ÉÎ#��� ± � ³�© ¥§¤�� ±�Ê ��É»¤ £�°Ë£ ������¤ ±´³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ� ±´³�£ ¦ £�© «vª®#�RQ ?#ÀÈ÷ VKQMÉ�«JÀ
� ±;Å ��¿#ÉÄ� © Z0Z V2¿

ö�À���ÉÎ ± � £�Ê � £ ÉÄ�	¯ ¢"£ ÉÄ� ±�Ã �;ª;�®¥�¿#� £ x(1) ð ³�©�± ï§ ±;Å ����� £ � © ��ü×��� ± �GÉ ± ÉÄ�§�µ«��
Ax = b

¿#Ô	� Ê�± ÉÎ#����� £ ��É¨� £�Ê � £ ÉÄ�	¯	ù ε
¿�É Ê �»� ³�© ��¤ © ¥ Ó ¥¬�»�	ÉûúuQMÔ	��Í £»¢



fº�

�#¥ ³ ª���¤��Y909®V2À
;�À ± �#¥ Ê �EQ � £�Ê � £ ÉÄ�	¯5��� ¢"£ ÉÄ� ±�Ã �;ª;�¬¥�V2¿���ÉÎ ±�Ê�± ÉÎ £ Ô	� Ê�± ÉÎ#��������Í ± �§� © ¥§� ±�° n
��� ³�© ��Ô £ ÉîÍ £»¢�± �ÿ«�¥§¤�É ± «�¥®"¯	� £¡¢"£�³ ª�ÉÄ� ± « £ � Ê�± ÉÎ £�± �§� © ¥§� ±�° N ¿§�®¥ ¢ ¥§��� £ �
Ô	� Ê�± ÉÎ ± �§�Ä#�µ«J¿»� £ Ô	� Ê�± ÉÎ#��� ± � ³�©�± ï§ ±;Å ����� £�ÃÄ£A© ��ü×��� ± ú×Æ�AGÕ�¸ ³�©�£»¢"£ �Á
Å ¥¬�»�	Éûú.¿

9�õ�À ± �#¥ Ê � Q n > N
V�Ô	� ¢ ¥¬�»�	Éîú ± ��¦ £�© «�¥§� ± ú £ � £ «J¿ Ê � £ «��»� £�¢²© ¥§ÉîÍ £�¢�± �	Éûú ±

Ô	� Ê�± ÉÎ#��� ± � ³�©�± ï§ ±;Å ����� £�ÃÄ£e© ��ü×��� ± ú²Æ�AGÕ�¸ ³�© ��¤ © ¥ Ó ¥¬�»�	ÉîúuQMÔ	��Í £�¢ �#¥
³ ª���¤��F909®V2À"ë¡¥§ÉÄ� £)³�£ #�Ä�µ� £ Ô	� ¢ ¥¬�	¯)�#¥ ³ � Ê ¥¬�	¯ ³�£ ÉÎ#� ¢ � ± � ¢ Ô§� ± �§� © ¥§� ±�± ¿
�¬¥§¤�¤;¥§¤×« £µÅ �»� £ ¤;¥®�®¥¬�	¯	Éîú�¿ Ê � £ «�¥§¤!É ± «�¥®"¯	� £J¢"£�³ ª�ÉÄ� ± « £ � Ê�± ÉÎ £A± �§� © ¥§� ±�°
�;ª Å � £ ���Ä�µ�#¥ Ê�± �§�Ä"¯	� £ ª�Ô§�Ä ±�Ê�± �	¯�À

909	À�¤ £ �����´� ± ¤;�¥5Ô	� Ê�± ÉÎ#��� ± ú ³�©�± ï§ ±;Å ����� £�ÃÄ£_© ��ü×��� ± ú²Æ�AGÕ�¸=À

L â B åhè$��Þ$%¼»è$2O%�è���-

�Aª�ÉÄ�	¯¨ª5«�¥¬� ©�± ��� A É ± ÉÄ�§�µ«�� Ax = b
Ô	ÉÄ� ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	���J�=ÌÄ#�µ«������	� aii 6= 0

¿
±²± �µÔ§��ÉÄ�	� £ x(n) ° n

Á £ � ³�©�± ï§ ±;Å ��� ± �C¤ © ��ü×��� ± ù É ± ÉÄ�§�µ«��¡À�Ç ± �§� © ¥§� ±�£ ��� £ «
«��»� £�¢ � ` � °!¢ �Ä�ú iÁÂ¥®úO¤ £ « ³�£ �������¬¥ (n + 1)

Á £�ÃÄ£_³�©�± ï§ ±;Å ��� ± úþÔ	� Ê�± ÉÎ�ú��»�	Éûú ± �
i
Á £�ÃÄ£ ª © ¥§Ô	����� ± úeÉ ± ÉÄ�§�µ«��¡¿ ³�©�± Ì»� £ « ± É ³�£ "¯¬�»ª�ù=�	Éîú)ª Å �QÔ	� Ê�± ÉÎ#���������Q¤ £ « ³�£ Á
�������	�

x
(n+1)
j , j = 1, 2, . . . , i− 1

¿

a11x
(n+1)
1 + a12x

(n)
2 + a13x

(n)
3 + . . . + a1mx

(n)
m = b1

a21x
(n+1)
1 + a22x

(n+1)
2 + a23x

(n)
3 + . . . + a2mx

(n)
m = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x
(n+1)
1 + am2x

(n+1)
2 + am3x

(n+1)
3 + . . .+ ammx

(n+1)
m = bm

Q�?#À=<�V

ëQ� £ ï��]Ô	��ú#É»� ± �	¯5ª�ÉÎ £ Ô ± �×ÉîÍ £�¢�± « £ ÉÄ� ± «��»� £�¢ ¥ ` � °!¢ �Ä�ú.¿#Ô	Ô§� ¢ �µ« £ ï £ �µ�#¥ Ê �ÎÁ



f b

� ± ú

B =




a11 0 . . . 0

a21 a22 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amm




± G =




0 a12 . . . a1m

0 0 . . . a2m

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0




.

± �®¥ ³�± ü×�µ«´Q ?#À=< V�Ô5Ô ±!¢ �
Bx(n+1) +Gx(n) = b.

ä�ÉÎ ± Ô	ÉÄ� ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	���J�GÌÄ#�µ«������	� aii 6= 0
¿�� £ «�¥¬� ©�± �#¥ B £ ï © ¥¬� ± «�¥�¿ ±

x(n+1) = −B−1Gx(n) +B−1b,

�µÀ ��À
S = −B−1G °

«�¥¬� ©�± �#¥ ³ � © �ÎÍ £�¢ ¥�À�½Q� £ ï�Í £�¢�± « £ � ±´¢"£ ÉÄ�¬¥¬� £�Ê � £ �×ª�ÉÎ £ Ô ± �
ÉîÍ £»¢�± « £ ÉÄ� ± Ì»� £�ÃÄ£�± �§� © ¥§� ±�£ ��� £�ÃÄ£�³�©�£ ����É»É�¥ |µi| < 1 ¢ �ú "ù=ï £�ÃÄ£ i ¿ Ãî¢ � µi

°
É £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J� Ê�± ÉÎ�¥?«�¥¬� ©�± ��� ³ � © �ÎÍ £�¢ ¥ S ÀJë ± ÉÎ�¥ µi

ú#Ô¬�ú#ù=�	Éûú ¤ £�© �;ú"« ±
Í;¥ © ¥§¤��§� ©�± ÉÄ� ±�Ê ��É»¤ £�ÃÄ£ «�� £�ÃÄ£�Ê #���#¥ det(S − µE) = 0

À�ý�¥§¤´¤;¥§¤

det(S − µE) = det(−B−1G− µE) = det(−B−1(G+ µB)) =

= det(−B−1) det(G + µB),
� £ Í!¥ © ¥§¤��§� ©�± ÉÄ� ±�Ê ��É»¤ £ �Gª © ¥§Ô	����� ± � ³�©�± � ± «�¥¬�»�)Ô ±!¢

det(G + µB) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µa11 a12 . . . a1m

µa21 µa22 . . . a2m

. . . . . . . . . . . .

µam1 µam2 . . . µamm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

>��»� £�¢7` � °!¢ �Ä�ú+ÉîÍ £�¢�± �	Éîú.¿���ÉÎ ± ¤ £�© � ± Ì»� £�ÃÄ£ ª © ¥§Ô	����� ± ú ³�£ « £�¢ ª®"ùx«�����¯	ü×�
� ¢�± � ± ���¡À ` ¥	«��»� ± «J¿ Ê � £ ¿ ³ � © ��ÉÄ�¬¥§� £ Ô	¤;¥Qª © ¥§Ô	����� ±�° Ô ± ÉîÍ £�¢ � £�° É ± ÉÄ�§�µ«��=« £µÅ �»�
± �®«���� ± �	¯ ± Í;¥ © ¥§¤��§� ©�± ÉÄ� ±�Ê ��É»¤ £ �Gª © ¥§Ô	����� ± ��¿ ± � ÃÄ£ ¤ £�© � ± À
�v¥§É»É�« £ � ©�± « Ã � £ «��»� ©�±�Ê ��É»¤;ª�ù ± ���§� ©�³�© �»�¬¥§� ± ù «��»� £�¢ ¥ ` � °!¢ �Ä�ú��#¥ ³�©�± «�� © �

É ± ÉÄ�§�µ«��-Ô§� £�©�£�ÃÄ£A³�£�© ú ¢ ¤;¥�Q m = 2
V2À®¼A� £ ï © ¥®� ± «��#¥ ³  £ É»¤ £ ÉÄ� ± (x1, x2)

³�© ú"«��J��¿



f½f

³ � © Ô�¥®ú ± �J� ± Í�  a11x1+a12x2 = b1
Q
I
V2  ¿®¥=Ô§� £�© ¥®ú.  a21x1+a22x2 = b2

Q
II
V2À��Aª�ÉÄ�	¯

Ô	�Jï © ¥§� £ �#¥ Ê ¥®"¯	� £ � ³�©�± ï§ ±;Å ��� ± � x0 = (x
(0)
1 , x

(0)
2 )

À�� £ « ³�£ �������®¥ x(1)
1
³ � © Ô £�ÃÄ£

³�©�± ï§ ±;Å ��� ± ú ³�£ �ª Ê ¥¬�»�	Éûú ± �¡ª © ¥§Ô	����� ± ú

a11x
(1)
1 + a12x

(0)
2 = b1,

�®À ��À © ¥®�µ�rÉ»¤ ± Ô�¥¬�»�	ÉûúO� £�Ê ¤;¥ ³ � © ��ÉÄ� Ê ��� ± ú ³�© ú"« £�° I É ³�© ú"« £�° x2 = x
(0)
2

À"òÿ¥®#�»�
¤ £ « ³�£ �������¬¥ x(1)

2
³ � © Ô £�ÃÄ£5³�©�± ï§ ±;Å ��� ± ú ³�£ �ª Ê ¥¬�»�	Éûú ± �×Ô§� £�©�£�ÃÄ£ ª © ¥§Ô	����� ± ú

a21x
(1)
1 + a22x

(1)
2 = b2,

�®À ��À © ¥®�µ�rÉ»¤ ± Ô�¥¬�»�	ÉûúO� £�Ê ¤;¥ ³ � © ��ÉÄ� Ê ��� ± ú ³�© ú"« £�° II É ³�© ú"« £�° x1 = x
(1)
1

À�ÕQ�#¥µÁ
 £�Ã»±�Ê � £e© ¥®�µ�rÉ»¤ ± Ô�¥§ù ��Éîú²¤ £ « ³�£ �������	�]ÉÎ#� ¢ ª�ù Óÿ± Í ³�©�± ï§ ±;Å ��� ±�° À

�\¶¸·º¹ µ ¼*½½ÈÑÏ�Û&ÈTÊ�×ÅÃÅÄ�ÈÑÉTÒÅ¿Áà�ÃÅÆÅÊ�ÈT×ÅÕÅ×�ÈTÊÐ¿ÁÌ�ÃÅà�Û&ÈTÊ�Ï�á®¿�¾¸ÈTÜ½áØÈÚÂ�àêáÅÂ�àê×�ÈTÙ�ÈTÆÅÃÅà�ÉTÃ�ÉTÊ�ÈÑÛ Â�ÃÅÆ�ÈTÜÅÆÅÇ'ÝÖ¿�Â�Þ�ÈÑß ¿
×Ø¿ÁÃÅÄ�ÈÑÉTÒÅÃ½Ý�Ëº×Ø¿ÁÎ�Æ�ÈTÆÅÃÅÜ�Î�Ê�ÏÐ×�ÏÐÞ�Ï�Õ�ÏÐ×ëàºá�ÒÅ¿

½¡¥ ³ � © Ô £ « ©�± ÉÎª���¤�� ± � £ ï © ¥ Å ���áÉîÍ £�¢ ú Óÿ±�° Éûú ± �§� © ¥§� ±�£ ����� ° ³�©�£ ����É»É	À�½¡¥
Ô§� £�©�£ « ©�± ÉÎª���¤�� ± � £ ï © ¥ Å ��� £ © ��üÿ��� ± �)� £�°+Å ��É ± ÉÄ�§�µ«��¡¿�� £ ª+���»� ³ � © ��ÉÄ�¬¥§Ô®Á
#����� ³ � © Ô £ � ± Ô§� £�©�£ �ÿª © ¥§Ô	����� ± ú Q ³ � © Ô�¥®ú ³�© ú"«�¥®ú ÉÄ�¬¥®�¥�Ô§� £�©�£�° ¿.¥_Ô§� £�© ¥®ú²Á
³ � © Ô £�° V2¿�«��»� £�¢¯` � °!¢ �Ä�úHÉÄ�¬¥® © ¥§ÉîÍ £�¢�± �	¯	Éûú.À�¼3�#¥Q� © �»�	¯§�µ« ©�± ÉÎª���¤�� ± � £ ï © ¥ Å ���
É�¥	«�� ° ��� ³�©�± ú��	��� ° É¨� £�Ê ¤ ± � © ��� ± ú´Ô	� Ê�± ÉÎ#��� ±�° ÉÎ�ª Ê ¥ ° ð5�®¥§� ± ¤; ± Ô�¥§� ± ��À
ä�ÉÎ ± �®¥ ¢ ¥§� £ �#¥ Ê ¥®"¯	� £ � ³�©�± ï§ ±;Å ��� ± � x(0) ¿�� £ « £µÅ � £C³�£ ÉÄ� ©�£�± �	¯×�¬¥§¤ £�°)Å �

¥® ÃÄ£�©�± ��« «��»� £�¢ ¥ ` � °!¢ �Ä�ú.¿ Ê � £e± ¥® ÃÄ£�©�± ��« «��»� £»¢ ¥ ] ¤ £ ï ± QMÉ�«JÀ�ÉÄ� © À ø	ô V2 
9	À
n := 0

¿
ôÿÔ5� ± ¤;#� ³�£ i £ � 1 ¢"£ m ³�©�± É»Ô £�± �	¯ x(1)

i

�µ�#¥ Ê ��� ± ú x(0)
i

¿



fº�

<�À#�#¥ Ê ¥® £ � ± ¤;�¥HÔ	� Ê�± ÉÎ#��� ± ú ³�©�± ï§ ±;Å ����� £�ÃÄ£e© ��ü×��� ± úOÆ�AGÕ�¸
?#À � ± ¤; ³�£ i £ � 1 ¢"£ m ¿

ø;À
x

(1)
i =

bi −
m∑

j=1,j 6=i

aijx
(1)
j

aii

¿
x

(0)
i := x

(1)
i

¿
Z�À ¤ £ �����´� ± ¤;�¥ ³�£ i ¿÷;À
n := n+ 1

¿
ö�À ¢ ¥®#�»�GÔ	ÉÄ� ³ ª���¤��	�]É £ Ô ³ ¥ ¢ ¥§ù=�)É ³ ª���¤��¬¥	« ± ÷�ð,909G�#¥HÉÄ� © À ø	ô À

L â L åhè$��Þ&%��í�0h�6,�	Ý.ßu%��.- æ�è!ç-è�ÜvÛvÛ`àHG#IKJ
Æª;�	¯&«��»� £�¢"£ ÔáÉ ³ ª�É»¤!¥�É £ ÉÄ� £�± �áÔ�� £ «J¿ Ê � £&© ��ü×��� ± � É ± ÉÄ�§�µ«��ºª © ¥§Ô	����� ±�°

Ax = b
�®¥	«����;ú��»�	Éûú ³�£�± É»¤ £ « « ± � ± «vª�«�¥_����¤ £ � £�©�£�ÃÄ£ ¦Qª���¤�� ±�£ �#¥®�¥ Φ(x)

¿�¤ £ Á
� £�© � °�¢"£ ÉÄ� ±�Ã ¥¬�»�	ÉûúË�#¥C� £�Ê � £ « © ��ü×��� ±�± x∗ É ± ÉÄ�§�µ«���Q

min
x

Φ(x) = Φ(x∗)
V2À

>��»� £�¢ �ZÉ ³ ª�É»¤;¥H« £µÅ � £)± É ³�£ "¯¬� £ Ô�¥¬�	¯ ±_¢ �ú © ��ü×��� ± ú´É ± ÉÄ�§�µ«����Ä ± ��� ° ����Í
ª © ¥§Ô	����� ±�° ¿���ÉÎ ± ª ¢ ¥¬�»�	Éûú ³�£ ÉÄ� ©�£�± �	¯5�¬¥§¤ £�° ¦Qª���¤�� ±�£ �#¥®�À
ÇhÉÎ�ª Ê ¥¬��¿�¤ £�Ãî¢ ¥²«�¥¬� ©�± �#¥ A É ± «�«��»� ©�±�Ê �#¥®ú ±?³�£  £µÅ)± �§�Ä"¯	� £þ£�³�© � ¢ �Ä#���!Á

�#¥®ú7Q
A = A∗ > 0

V2¿.¦Qª���¤�� ±�£ �#¥® F (x) = (Ax, x) − 2(b, x) ¢"£ ÉÄ� ±�Ã ¥¬�»�ËÉ»Ô £ � ÃÄ£« ± � ± «vª�«�¥�¿#�#¥C� £�Ê � £ « © ��ü×��� ±�± x∗ Æ�AGÕ�¸ Ax = b
À

ò�� ° ÉÄ�	Ô ± �§�Ä"¯	� £ ¿ ¢ �ú?"ù=ï £�ÃÄ£ x ∈ Rm ¿ x 6= x∗
Ô	� ³�£ "�;ú��»�	Éûúá��� ³�£�Ê ¤;¥ © ¥µÁ

Ô§����ÉÄ�	Ô

F (x) − F (x∗) = (Ax, x) − 2(b, x) − (Ax∗, x∗) + 2(b, x∗) =

= (Ax, x) − 2(Ax∗, x) − (Ax∗, x∗) + 2(Ax∗, x∗) =

= (A(x− x∗), x) − (Ax∗, (x− x∗)) = (A(x− x∗), (x− x∗)) > 0.

Q�?#À@?&V

�Q�	É»ù ¢ ¥�ÉÎ#� ¢ ª��»�®¿ Ê � £ min
x
F (x) = F (x∗)

ÀAÇºÉÎ�ª Ê ¥¬��¿J��ÉÎ ± «�¥¬� ©�± �#¥ ���
ú#Ô¬�ú��»�	Éûú5É ± «�«��»� ©�±�Ê � £�°)±)³�£  £µÅ)± �§�Ä"¯	� £×£�³�© � ¢ �Ä#����� £�° ¿	� £ « £µÅ � £ Ô	�Jï © ¥¬�	¯�¿
�#¥ ³�©�± «�� © ¿#¦Qª���¤�� ±�£ �#¥® Φ(x) = (Ax− b, Ax− b) ¢ �ú�"ù=ï £�ÃÄ£ x ∈ Rm À
ý © ª ¢ ���J��Ô £�³�©�£ É»�-ÉíÍ £�¢�± « £ ÉÄ� ± «��»� £»¢"£ Ô=É ³ ª�É»¤;¥ © ¥§É»É�«�¥¬� ©�± Ô�¥§ù=�	Éûú ¢ �ú�¤;¥ Å Á

¢"£�° �®¥ ¢ ¥ Ê�± ¿�Ô_Ì»� £ « © ¥®� ¢ �Ä#� £ ÉÄ�¬¥§� £ Ô ± «�Éûú² ± üÿ¯��#¥�¥® ÃÄ£�©�± ��«�¥µÍ Ô	� Ê�± ÉÎ#��� ± ú
± �§� © ¥§� ±�°�¢ �ú²«��»� £�¢"£ Ô5É ³ ª�É»¤;¥�À



f µ

À8rÁÀ8rut ÂÃx��jy����ayeÄUyeyewW�"�a~a{j�j~ayeÅ¶yY���8�W��ÄU{Ur
�Aª�ÉÄ�	¯ ± �µÔ§��ÉÄ�	� £�³�©�± ï§ ±;Å ��� ± � x(n) = (x

(n)
1 , x

(n)
2 , ..., x

(n)
m )

¤ © ��ü×��� ± ù x∗ ¿ ¢"£ ÁÉÄ�¬¥§Ô¬�ú#ù Ó �µ«vª²« ± � ± «vª�« ¦Qª���¤�� ±�£ �#¥®�ª F (x)
À�·�� £ ��¦Qª���¤�� ±�£ �#¥®-« £µÅ � £�© ¥§É2Á

É�«�¥¬� ©�± Ô�¥¬�	¯e¤!¥§¤Ë¦Qª���¤�� ± ùh«�� £�Ã»± Í ³ � © �µ«���������Í

F (x) = F (x1, x2, ..., xm).

> ± � ± «vª�« F (x)
ï§ª ¢ �µ« © ¥®�µ�rÉ»¤ ± Ô�¥¬�	¯AÉÎ#� ¢ ª�ù Óÿ± « £ ï © ¥®� £ «JÀ¬½¡¥ ³ � © Ô £ «²üC¥ Ã �

�®¥§¦ ± ¤!É ±�© ª��µ«+Ô	ÉÄ� ³ � © �µ«��������J��¿�¤ ©�£ «�� x1
¿ ³�£ �ª Ê�± «?¦Qª���¤�� ± ù £�¢ � £�°_³ � © �µ«����!Á

� £�°
ϕ1(x1) = F (x1, x

(n)
2 , ..., x(n)

m ),

± �#¥ °!¢ �µ«?�µ�#¥ Ê ��� ± � x(n+1)
1

¿ ¢"£ ÉÄ�¬¥§Ô¬�ú#ù Ó �»�×« ± � ± «vª�«áÌ»� £�° ¦Qª���¤�� ±�±

ϕ1(x
(n+1)
1 ) = min

x1

ϕ1(x1).

½¡¥¡Ô§� £�©�£ «-üC¥ Ã �r�®¥§¦ ± ¤!É ±�© ª	�µ«-Ô	ÉÄ� ³ � © �µ«��������J��¿	¤ ©�£ «�� x2
¿ ³�£ �ª Ê�± «-¦Qª���¤!Á

� ± ù
ϕ2(x2) = F (x

(n+1)
1 , x2, x

(n)
3 , ..., x(n)

m )

± �#¥ °!¢ �µ«��»�×« ± � ± «vª�«

ϕ2(x
(n+1)
2 ) = min

x2

ϕ2(x2).

` ¥�Z üC¥ ÃÄ£ Ô²�¬¥§¤ £�ÃÄ£þ³�£ ¤ £	£�©§¢�± �#¥¬�	� £�ÃÄ£ É ³ ª�É»¤;¥²ï§ª ¢ ª;�þÔ	� Ê�± ÉÎ#����� Ô	ÉÄ��¤ £ « ³�£ Á
�������	�

(n+ 1)
Á £�ÃÄ£5³�©�± ï§ ±;Å ��� ± ú.À

�v¥§É»É�« £ � ©�± « Ã � £ «��»� ©�±�Ê ��É»¤;ª�ù ± ���§� ©�³�© �»�¬¥§� ± ù ÉîÍ £»¢ ú Ó � ÃÄ£ Éûúþ«��»� £�¢ ¥ ³�£ ¤ £ Á
£�©	¢�± �#¥¬�	� £�ÃÄ£ É ³ ª�É»¤;¥ ¢ �ú m = 2 ± «�¥¬� ©�± ��� A = A∗ > 0

À.� £ ÉÄ� ©�£�± «  ± � ±�±
ª ©�£ Ô	�;ú F (x) = (Ax, x) − 2(b, x) = C

ð ÷Å���kùÁ��À�òG�ú �®¥§¤ £�° «�¥¬� ©�± ��� £ � ±
³�© � ¢ ÉÄ�¬¥§Ô¬�ú#ù=�´É £ ï £ ù Ô¬ £µÅ �������J� ¢�© ª Ã Ô ¢�© ª Ã ¥eÌÄ� ±�³ É»�¡À�ý £�Ê ¤;¥ (x∗1, x

∗
2)
¿ £ �®Á

Ô§� Ê ¥§ù Ó ¥®ú C = 0
¿;ú#Ô¬�ú��»�	Éûú�� £�Ê ��� « © ��ü×��� ± �µ«áÉ ± ÉÄ�§�µ«��¡À

Ç��Jï	� © �µ«Z�#¥ Ê ¥®"¯	� £ � ³�©�± ï§ ±;Å ��� ± � x(0) = (x
(0)
1 , x

(0)
2 )

¿��®¥¬�§�µ«J¿ ¢ Ô ±�Ã ¥®ú#É»¯ £ �
� £�Ê ¤ ± A0(x

(0)
1 , x

(0)
2 )

Ô ¢"£ "¯ ³�© ú"« £�° x1 = x
(0)
1

¿��#¥ °!¢ �µ« � £�Ê ¤;ª a1(x
(1)
1 , x

(0)
2 )

¿�¤ £ Á
� £�©�£�° É £	£ �	Ô§�»�	ÉÄ�	Ô¬ª��»�O« ± � ± «�¥®"¯	� £ �H�µ�#¥ Ê ��� ± �)¤ £ ��ÉÄ�¬¥§���	� C

Ô ¢"£ "¯�Ì»� £�°-³�© ú;Á
« £�° À�òÿ¥®#�»��¿ ¢ Ô ±�Ã ¥®ú#É»¯ £ � � £�Ê ¤ ± a1

Ô ¢"£ "¯ ³�© ú"« £�° x2 = x
(0)
2

¿v�#¥ °!¢ �µ« � £�Ê ¤;ª



fºå

A1(x
(1)
1 , x

(1)
2 )

Q ³ � © Ô £ � ³�©�± ï§ ±;Å ��� ± �¸V2¿�É £	£ �	Ô§�»��ÉÄ�	Ô¬ª�ù Ó ª�ùR« ± � ± «vª�«vª²¤ £ ��ÉÄ�¬¥§�!Á
�	�

C
À!� ©�£�¢"£  Å ¥®ú��¬¥§¤ £ � ¢ Ô ±;Å ��� ± ��Ô ¢"£ "¯ ³�© ú"«���Í�¿ ³ ¥ © ¥®�#�Ä"¯	����Í�¤ £	£�©	¢�± Á

�#¥¬�	��� « £ Éûú"«J¿ ³�£ �ª Ê�± « ³�©�± ï§ ±;Å ����� £ � © ��ü×��� ± �GÉ ± ÉÄ�§�µ«�� Ax = b

�\¶¸·º¹ å ¼2½½ÈÑÏ�Û&ÈTÊ�×ÅÃÅÄ�ÈÑÉTÒÅ¿ÁàêÃÅÆÅÊ�ÈT×ÅÕÅ×�ÈTÊÐ¿ÁÌ�ÃÅà�Û&ÈTÊ�ÏÑá®¿�Õ�ÏÐÒ½Ï�ÏÐ×ëá�ÃÅÆØ¿ÁÊ�Æ�ÏÐÞ�Ï�ÉTÕÅËëÉTÒ½¿.áÅÂ�à�×�ÈTÙ�ÈTÆÅÃÅàêÉTÃ�ÉTÊ�ÈÑÛ$Ç
Â�ÃÅÆ�ÈTÜÅÆÅÇ'Ý�¿�Â�Þ�ÈÑßÐ×Ø¿ÁÃÅÄ�ÈÑÉTÒ�Ã½Ý�Ëº×Ø¿ÁÎ�Æ�ÈTÆÅÃÅÜ�Î�Ê�ÏÐ×�ÏÐÞ�Ï�Õ�ÏÐ×ëàºá�ÒÅ¿

Ax = b
Í½Þ áØÈ

A = A∗ > 0
�

�v¥§É ³�± ü×�µ« k ðA� ° üC¥ Ã ¥® ÃÄ£�©�± ��«�¥ ³�£ ¤ £	£�©	¢�± �#¥¬�	� £�ÃÄ£ É ³ ª�É»¤;¥ ¢ �ú�É ± «�«��»� ©�±�Ê Á� £�° «�¥¬� ©�± ���¡À�½¡¥ k ð £ « üC¥ Ã � © ¥®�µ�rÉ»¤ ± Ô�¥¬�»�	Éûú k ðË¥®úþ¤ £	£�©	¢�± �#¥¬�¬¥ n + 1
Á £�ÃÄ£

³�©�± ï§ ±;Å ��� ± ú x(n+1)
k

¿ ¢"£ ÉÄ�¬¥§Ô¬�ú#ù Ó ¥®úË« ± � ± «vª�«&¦Qª���¤�� ±�±

ϕk(xk) = F (x
(n+1)
1 , ..., x

(n+1)
k−1 , xk, x

(n)
k+1, ..., x

(n)
m ).

¼¨É»¤ £ «�¥®ú�¤ £	£�©	¢�± �#¥¬�¬¥ n+ 1
Á £�ÃÄ£5³�©�± ï§ ±;Å ��� ± �×�#¥µÍ £�¢�± �	Éûú ± �Gª © ¥§Ô	����� ± ú

∂ϕk(xk)

∂xk
= 0 =⇒ ∂

∂xk
F (x

(n+1)
1 , ..., x

(n+1)
k−1 , xk, x

(n)
k+1, ..., x

(n)
m ) = 0.

ëQ� £ ï��`Ô	� Ê�± ÉÎ ± �	¯ ∂F

∂xk

¿��®¥ ³�± ü×�µ« F = (Ax, x) − 2(b, x)
Ô5Ô ±!¢ �

F =
m∑

i=1

Axi xi − 2
m∑

i=1

bi xi =
m∑

i=1

m∑

j=1

aijxjxi − 2
m∑

i=1

bi xi,

±´³�£ �ª Ê�± «

∂F

∂xk
=

m∑

j=1

akjxj +
m∑

i=1

aikxi − 2bk = 2

(
m∑

j=1

ajkxj − bk

)
= 2(Ax− b)k.

Q�?#ÀÈø0V

` �#¥ Ê ��� ± � x(n+1)
k

Ô	� Ê�± ÉÎ�ú��»�	Éûú ± �¡ª © ¥§Ô	����� ± ú
k−1∑

i=1

aikx
(n+1)
i + akkx

(n+1)
k +

m∑

i=k+1

aikx
n
i = bk.



fºì

` ¥	«��»� ± «J¿ Ê � £ ¥® ÃÄ£�©�± ��« ³�£ ÉÄ� ©�£ ����� £�ÃÄ£ «��»� £�¢ ¥ ³�£ ¤ £	£�©	¢�± �#¥¬�	� £�ÃÄ£ É ³ ª�É»¤!¥
É £ Ô ³ ¥ ¢ ¥¬�»�-ÉË¥® ÃÄ£�©�± ��« £ «R«��»� £�¢ ¥ ` � °!¢ �Ä�ú.À�¼A�µÔ§��ÉÄ�	� £ ¿ Ê � £ «��»� £�¢3³�£ ¤ £	£�©	¢�± Á
�#¥¬�	� £�ÃÄ£ É ³ ª�É»¤;¥ Q ¥-�µ�#¥ Ê�± � ± «��»� £�¢þ` � °!¢ �Ä�ú,V)ÉîÍ £»¢�± �	Éûú ¢ �ú É ± «�«��»� ©�±�Ê � £�°
³�£  £µÅ)± �	�Ä"¯	� £)£�³�© � ¢ �Ä#����� £�° «�¥¬� ©�± ���ÿQ

A = A∗ > 0
V2À

À8rÁÀ8rs� ÂÃx��jy���Å¶wa{'�"�ax�~a�j~ayeÅ¶yY���8�=��Ä={
¼A�µÔ§��ÉÄ�	� £ ¿ Ê � £ ¦Qª���¤�� ±�£ �#¥® F (x)

Ô_«�¥® £�°Ë£ ¤ © ��ÉÄ�	� £ ÉÄ� ± � £�Ê ¤ ± x Q  £ ¤;¥®"¯®Á� £ V ï��rÉÄ� © �»� Ô	ÉÄ� ÃÄ£ ª;ï��rÔ�¥¬�»�`ÔZ�#¥ ³�© ¥§Ô¬#��� ±�±R³�©�£ � ± Ô £�³�£  £µÅ � £ « Ã»© ¥ ¢�± �����¬ª

gradF =

(
∂F

∂x1
,
∂F

∂x2
, . . . ,

∂F

∂xm

) Q É�«�À�ÉÄ� © À ÷_9 V2À�� Ê � © � ¢ �;ª�ù ± �	� © ¥§� ± ù x(n+1)

ï§ª ¢ �µ« © ¥®�µ�rÉ»¤ ± Ô�¥¬�	¯5Ô5Ô ±!¢ �

x(n+1) = x(n) − αn gradF (x(n)),

Ãî¢ �=Ô§�Ä ±�Ê�± �#¥ αn
Í;¥ © ¥§¤��§� ©�± �»ª��»�×Ô§�Ä ±�Ê�± �;ª)üC¥ Ã ¥ ³�£ �#¥ ³�© ¥§Ô¬#��� ± ù`¥§��� ±�Ã»© ¥ ¢�± Á

�����¬¥�À ` �#¥ Ê ��� ± � αn
« £µÅ � £ Ô	�Jï ±�© ¥¬�	¯)�®¥§¤� 

9	À"Æ��#¥ Ê ¥®�¥ αn := 1
¿

ô;À{ä�ÉÎ ± ‖F (x(n+1))‖ 6 ‖F (x(n))‖ ¿"� £ ï§ª ¢ �µ« É Ê�± �¬¥¬�	¯�¿ Ê � £�± �	� © ¥§� ± ú x(n+1)

Ô	� Ê�± ÉÎ#���#¥�À_ä�ÉÎ ±5Å � ‖F (x(n+1))‖ > ‖F (x(n))‖ ¿��µÀ ��À�É ¢ �Ä�¥§�)ÉÎ ± üÿ¤ £ «6ï £ "¯	ü £�°üC¥ Ã¡³�£ �#¥ ³�© ¥§Ô¬#��� ± ù gradF (xn)
¿�� £ αn := αn/2

À
<�À ` �#¥ Ê ��� ± � x(n+1) ³ � © ��É Ê�± �	�rÔ�¥¬�»�	ÉûúH÷�� £ Ô	� «��µ�#¥ Ê ��� ± �µ« αn

À�ýv¥§¤ £ � ¢ �Ä#��� ± �
αn

³�©�£»¢"£  Å ¥¬�»�	Éûú ¢"£ �§�ÎÍ ³�£�© ³�£ ¤;¥ ‖F (x(n+1))‖ 6 ‖F (x(n))‖ ±  ± ³�£ ¤;¥����
ï§ª ¢ �»� ± É Ê � ©�³ ¥§� £¨¢"£�³ ª�ÉÄ� ± « £ � Ê�± ÉÎ £ N ± �®«�������� ±�° αn

À&ä�ÉÎ ±5Ê�± ÉÎ £�± �®«�������� ±�°
αn

³�© ��Ô¬� £�°!¢ �»� N ¿#� £ «��»� £�¢þ© ¥§ÉîÍ £�¢�± �	Éîú ± �;ª Å � £�³�© ��¤ © ¥¬� ± �	¯ © ¥§É Ê �»�µ¿�Ô	� ¢ ¥§ÔÉ £	£ �	Ô§�»�	ÉÄ�	Ô¬ª�ù Ó ª�ù ± ��¦ £�© «�¥§� ± ù×À
?#À�� £ ÉÎ#�eÔ	� Ê�± ÉÎ#��� ± ú x(n+1) ³�©�£ Ô§� © ú��»�	Éûú ¢"£ ÉÄ� ±�Ã �;ª;�®¥Ë ± � © �»ï§ª	�µ«�¥®ú+� £�Ê Á

� £ ÉÄ�	¯ ε À `"¢ ��É»¯þÔ £ �®« £µÅ ��� ¢ Ô�¥þÔ�¥ ©�± ¥§���¬¥6Ô	��Í £�¢ ¥ ³�£ ¢"£ ÉÄ� ±;Å ��� ± ù � £�Ê � £ ÉÄ� ±
ε
 
Ô	��Í £»¢ ³�£ �ñ����Ô¬ú��µ¤��

“
¿�¤ £�Ãî¢ ¥

‖F (x(n+1)) − F (xn)‖ 6 ε,
��ÉÎ ± ‖F (x0)‖ 6 1,

‖F (x(n+1)) − F (xn)‖
‖F (x(n+1))‖

6 ε,
��ÉÎ ± ‖F (x0)‖ > 1,



� û

Ô	��Í £�¢O³�£ �ñüC¥ Ã ª ± �§� © ¥§� ±�± “ ¿"¤ £�Ãí¢ ¥

‖x(n+1) − xn‖ 6 ε,
��ÉÎ ± ‖x0‖ 6 1,

‖x(n+1) − xn‖
‖x(n+1)‖

6 ε,
��ÉÎ ± ‖x0‖ > 1.

À8rÁÀ8rsq ÂÃx��jy���~a{j���ÄUyewax�ÆaÇ[x�Å¶y$Å¶wa{'�"�ax�~a�j~yeÅ¶y$���8�=��ÄU{
> £µÅ � £ αn

£�³�© � ¢ �Ä�ú��	¯²�®¥§¤�¿ Ê � £ ï�� �#¥ ± «�����¯	ü ± « ï��� £ �µ�#¥ Ê ��� ± � |ϕ(αn)|
¿

Ãî¢ �G¦Qª���¤�� ± ú

ϕ(αn) = F (x(n+1)) = F (x(n) − αn gradF (x(n))).

Ò�ª ¢ �µ« © ¥®�µ�rÉ»¤ ± Ô�¥¬�	¯+�¬¥§¤ £ � αn
Ô?ÉÎ�ª Ê ¥¬� A = A∗ > 0

À�òG�ú É ± «�«��»� ©�±�Ê � £�°
«�¥¬� ©�± ���±Q�É�«JÀjQ ?#À ø VÁV

gradF (x(n)) =

(
∂F

∂x1
(x(n)),

∂F

∂x2
(x(n)), . . . ,

∂F

∂xm
(x(n))

)
= 2(Ax(n) − b)

� £�Ãî¢ ¥ x(n+1) = x(n) − 2αn(Ax
(n) − b) ± ϕ(αn) = F (x(n) − 2αnA(x(n) − b))

À
` �#¥ Ê ��� ± � αn

¿ ¢"£ ÉÄ�¬¥§Ô¬�ú#ù Ó �»��« ± � ± «vª�« ϕ(αn)
¿;ª ¢"£ Ô¬#�»�	Ô £�© ú��»�Hª�ÉÎ £ Ô ± ù

dϕ

dαn
=

d

dαn
F (x(n+1)) =

d

dαn
((Ax(n+1), x(n+1)) − 2(b, x(n+1))) = 0.

¸ Ê�± �	�rÔ�¥®ú²É ± «�«��»� ©�±�Ê � £ ÉÄ�	¯e«�¥¬� ©�± ��� A
¿ ³�£ �ª Ê ¥¬�µ«

((
A

d

dαn
x(n+1), x(n+1)

)
+ A

(
x(n+1),

d

dαn
x(n+1)

)
− 2

(
b,

d

dαn
x(n+1)

))
=

= 2

(
Ax(n+1) − b,

d

dαn
x(n+1)

)
= 0.

Ç�� Ê�± ÉÎ ± « ³�©�£�± �µÔ £�¢ �;ª�ù

d

dαn
x(n+1) = −2(Ax(n) − b).

� £�¢ ÉÄ�¬¥§Ô¬�ú�ú�Ì»�¬ª ³�©�£�± �µÔ £�¢ �;ª�ù ± x(n+1) Ô5Ô	�rÔ§� ¢ ����� £ �¨ª�ÉÎ £ Ô ± ��¿ ³�£ �ª Ê�± «

A(x(n) − αn(Ax

(n) − b)︸ ︷︷ ︸
x(n+1)

) − b, Ax(n) − b


 = 0.



� »

�Q�	É»ù ¢ ¥ ± É»¤ £ « £ �¡�µ�#¥ Ê ��� ± � αn

αn =
(Ax(n) − b, Ax(n) − b)

(A(Ax(n) − b), Ax(n) − b)

½¡¥ ©�± É	À=; ³�©�± Ô§� ¢ ���#¥ Ã � £ «��»� ©�±�Ê ��É»¤;¥®ú ± ���§� ©�³�© �»�¬¥§� ± úC«��»� £�¢ ¥ �#¥ ± É»¤ £�© � ° ü×�ÎÁ
ÃÄ£GÃ»© ¥ ¢�± �����	� £�ÃÄ£ É ³ ª�É»¤;¥ ¢ �ú © ��ü×��� ± úeÆ�AGÕ�¸ ÉrÉ ± «�«��»� ©�±�Ê � £�°)³�£  £µÅ)± �§�Ä"¯	� £
£�³�© � ¢ �Ä#����� £�° «�¥¬� ©�± ��� ° Ô§� £�©�£�ÃÄ£e³�£�© ú ¢ ¤!¥�À

�\¶¸·º¹ ì ¼'½½ÈÑÏ�Û&ÈTÊ�×ÅÃÅÄ�ÈÑÉTÒÅ¿Áà�ÃÅÆÅÊ�ÈT×ÅÕÅ×�ÈTÊ�¿ÁÌÅÃÅàêÛ&ÈTÊ�Ï�á®¿.ÆØ¿ÁÃ�ÉTÒ½ÏÐ×�ÈTÜÅÙ�ÈTÞ�Ï�ÞÑ×Ø¿�á�Ã�ÈTÆÅÊ�Æ�ÏÐÞ�Ï!ÉTÕÅË�ÉTÒÅ¿OáÅÂ�à}×ØÈÚÙ�ÈÈ¿
ÆÅÃÅà�ÉTÃ�ÉTÊ�ÈÑÛ$Ç Â�ÃÅÆ�ÈTÜÅÆÅÇ'Ý�¿�Â�Þ�ÈÑßÐ×Ø¿ÁÃÅÄ�ÈÑÉTÒÅÃÅÝêËº×Ø¿ÁÎ�Æ�ÈTÆÅÃÅÜ�Î�Ê�ÏÐ×�ÏÐÞ�Ï!Õ�ÏÐ×ºàºá�Ò½¿

Ax = b
Í½Þ áØÈ

A = A∗ > 0
�

�Aª�ÉÄ�	¯��®¥ ¢ ¥§� £ �#¥ Ê ¥®"¯	� £ � ³�©�± ï§ ±;Å ��� ± ��¿��µÀ ��À ± �µÔ§��ÉÄ�	�#¥�� £�Ê ¤;¥ A0 = (x0
1, x

0
2)
À

A�ù=ï £�° üC¥ Ãÿ³�£ �#¥ ³�© ¥§Ô¬#��� ± ù gradF (x0)
QMÔ ¢"£ "¯ ³�© ú"« £�° A0A1

V2¿�¤ £ � £�© � ° ���
ï £ "¯	ü×� ¢  ± ��� £ � © �Ä�µ¤;¥ A0A1

³�£ �µÔ £ �ú��»�3Ô	� Ê�± ÉÎ ± �	¯ ³ � © Ô £ � ³�©�± ï§ ±;Å ��� ± �
(x1

1, x
1
2)
Q�� £�Ê ¤;ª A1

Vr¤ ± É»¤ £ « £ «vª © ��ü×��� ± ù Q £ ï £ �µ�#¥ Ê ����� £ «vªË�#¥ ©�± ÉÎª���¤��ÿÉ ± «�Á
Ô £  £ «É©$V2Àêä�ÉÎ ± Ô	�Jï © ¥§� üC¥ Ã ¿ © ¥§Ô	��� °á¢  ± ��� £ � © �Ä�µ¤;¥ A0A1

¿�� £�³�£ �ª Ê ¥¬�»�	Éûú
«��»� £�¢ �#¥ ± É»¤ £�© � ° ü×� ÃÄ£�Ã»© ¥ ¢�± �����	� £�ÃÄ£ É ³ ª�É»¤;¥�¿���ÉÎ ± Ô	�Jï © ¥§�-«�����¯	ü ±�° üC¥ Ã ¿�� £
ð�«��»� £�¢OÃ»© ¥ ¢�± �����	� £�ÃÄ£ É ³ ª�É»¤!¥�À

L â * åhè$��Þ$%�� æ�è���ß"ÝO��ß\[vÛvÛ

>��»� £�¢ � © �Ä�¥§¤!É�¥§� ±�±]± É ³�£ "¯¬�»ª�ù=�	Éûú ³�©�±]© ��ü×��� ±�± Æ�AGÕ�¸ É+É ± «�«��»� ©�±�Ê Á
� £�°]³�£  £µÅ)± �§�Ä"¯	� £3£�³�© � ¢ �Ä#����� £�° «�¥¬� ©�± ��� ° A = A∗ > 0

À��Aª�ÉÄ�	¯
x(n) =

(x
(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , x

(n)
m )

ð ± �µÔ§��ÉÄ�	� £ � nÁ £ � ³�©�± ï§ ±;Å ��� ± �×¤ ± É»¤ £ « £ «vª © ��ü×��� ± ù x∗
À

Ò�ª ¢ �µ« © ¥®�µ�rÉ»¤ ± Ô�¥¬�	¯ x(n+1) Ô5Ô ±!¢ �

x(n+1) = (x
(n)
1 , . . . , x

(n)
i − α, . . . , x(n)

m ) = x(n) − αei,



� æ

Ãî¢ � ei = (0, . . . , 1︸︷︷︸
i− ÊjËÈÌÎÍÐÏ

, 0, . . . , 0)
À"Ç��Jï	� © �µ« ³ ¥ © ¥	«��»� © α �¬¥§¤�¿ Ê � £ ï��

|F (x(n+1))| = |(Ax(n+1), x(n+1)) − 2(b, x(n+1))|

ª;ï��rÔ�¥® £ É´Ô £ � © ¥§ÉÄ�¬¥§� ± �µ« n
À·�� £ Ì�¤�Ô ± Ô�¥®#�����	� £ � © �»ï £ Ô�¥§� ± ùºª;ï��rÔ�¥§� ± úúQMÉ�«JÀ

Q ?#À@? VÐV

|F (x(n+1)) − F (x∗)| = |(A(x(n+1) − x∗), x(n+1) − x∗)| = |(Ar(n+1), r(n+1))|,

Ãî¢ � £ ü ± ï�¤;¥ (n+ 1)
Á £�°´± �§� © ¥§� ±�±

r(n+1) = x(n+1) − x∗ = r(n) − αei.
Q�?#À=Z�V

Æ ¢ �Ä�¥¬�µ« ³�© � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ± ú

(Ar(n+1), r(n+1)) = (Ar(n) − αAei, r
(n) − αei) =

= (Ar(n), r(n)) − α(Ar(n), ei) − α(Aei, r
(n)) + α2(Aei, ei).

�Qï £ �µ�#¥ Ê ¥®ú zn
i = (Ar(n), ei)

¿ ± É ³�£ "¯¬�»ª§ú É ± «�«��»� ©�±�Ê � £ ÉÄ�	¯�«�¥¬� ©�± ��� ¿ ³�£ �ª�Á
Ê�± «

(Ar(n+1), r(n+1)) = (Ar(n), r(n)) − 2αzn
i + α2aii =

= (Ar(n), r(n)) +
1

aii
(zn

i − αaii)
2 − (zn

i )2

aii
.

�Q�	É»ù ¢ ¥�ÉÎ#� ¢ ª��»�µ¿ Ê � £ (Ar(n+1), r(n+1))
ª;ï��rÔ�¥¬�»�®¿���ÉÎ ± |zn

i − αaii| < |zn
i |
À¸

³�£  £µÅ)± �§�Ä"¯	� £)£�³�© � ¢ �Ä#����� £�° «�¥¬� ©�± ��� aii > 0
¿;�µ�#¥ Ê�± � α « £µÅ � £ Ô	�Jï © ¥¬�	¯ ± �

± ���§� © Ô�¥®�¥

0 < α < 2
zn
i

aii
,

±  ± ¿���ÉÎ ±´³�£  £µÅ)± �	¯ α = ωzn
i /aii

¿�� £ 0 < ω < 2
À�òG�ú ³�£ ÉÄ� ©�£ ��� ± ú²¥® ÃÄ£�©�± ��«�¥

Ô	� Ê�± ÉÎ#��� ± ú (n+ 1)
Á £�ÃÄ£5³�©�± ï§ ±;Å ��� ± ú ³�© � £ ï © ¥®�»ª	�µ«

z
(n+1)
i = (Ar(n+1), ei) = (A(x(n+1) − x∗), ei) = (Ax(n+1), ei) − (b, ei).



�½�

Æ ¢�© ª ÃÄ£�° ÉÄ� £�©�£ ���¡¿�ª Ê�± �	�rÔ�¥®ú¨Q ?#À=Z V2¿ ³�© � £ ï © ¥®�»ª��µ« z(n+1)
i

�¬¥§¤ Å �ÿ¤´Ô ±!¢ ª

z
(n+1)
i = (A(x(n+1) − x∗), ei) = (A(x(n) − x∗ − αei), ei) = (A(x(n) − x∗), ei)−

−α(Aei, ei) = (Ax(n) − b, ei) − αaii = (Ax(n), ei) − (b, ei) − ωzn
i =

= (Ax(n), ei) − (b, ei) − ω(Ar(n), ei) = (Ax(n), ei) − (b, ei)−

−ω(A(x(n) − x∗), ei) = (1 − ω)(Ax(n), ei) − (1 − ω)(b, ei).

�Q�	É»ù ¢ ¥ ³�£ �ª Ê ¥¬�»�	Éûú

(A(x(n+1) − (1 − ω)x(n)), ei) = ω(b, ei), 0 6 ω 6 2,

� £ ��ÉÄ�	¯ x(n+1) ú#Ô¬�ú��»�	Éûú © ��ü×��� ± �µ«&Æ�AGÕ�¸
(
A(x(n+1) − (1 − ω)x(n))

)
i
= ωbi, ⇒

(
A((x(n+1) − x(n)) + ωx(n))

)
i
= ωbi,

i = 1, 2, . . . ,m.

`"¢ ��É»¯á�#¥ ¢"£ Ô	É ³�£ «�� ± �	¯�¿ Ê � £ x(n+1) = (x
(n)
1 , . . . , x

(n)
i−1, x

(n+1)
i , x

(n)
i+1, . . . , x

(n)
m )

À
ý�¥§¤ ± « £ ï © ¥®� £ «J¿ iÁÂ¥®ú²¤ £ « ³�£ �������¬¥ (n + 1)

Á £�ÃÄ£e³�©�± ï§ ±;Å ��� ± ú Ô	� Ê�± ÉÎ�ú��»�	Éûú ± �
ª © ¥§Ô	����� ± ú

aiix
(n+1)
i = (1 − ω)aiix

(n)
i − ω

m∑

j=1,i6=i

aijx
(n)
j + ωbi

ä�ÉÎ ± 0 < ω < 1
¿;� £)ÃÄ£ Ô £�© ú�� £ � ±;Å ��� °´© �Ä�¥§¤!É�¥§� ±�± ¿���ÉÎ ± 1 < ω < 2

¿;� £)ÃÄ£ Ô £ Á
© ú�� £ Ô§� © Í���� ° © �Ä�¥§¤!É�¥§� ±�± ÀO� ©�± ω = 1 ³�£ �ª Ê ¥¬�»�	Éûú-«��»� £�¢?³�£ ¤ £	£�©§¢�± �#¥¬�	� £�ÃÄ£É ³ ª�É»¤;¥iQó«v�»� £»¢�` � °!¢ �Ä�ú,V2À

L â:8 cËæ�ß"Ý���ÛvÚ�è&�	Ý.ß'- Þ\[�è�ÜvÝ�ß/h�Þ,(§æ�è!ç6Ü�Þ,�0��Û Û���è�æ�ß\[vÛ�Þ"ÜvÜ�Þ,(	Þu"¡è$��Þ$%�ß�â
�v¥§É»É�« £ � ©�± «�ÉÄ�¬¥§� ±�£ �#¥ © ��� °Ë± �§� © ¥§� ±�£ ����� ° «��»� £�¢

x(n) = Sx(n−1) + c,

Ãî¢ � S ðË«�¥¬� ©�± �#¥ ³ � © �ÎÍ £�¢ ¥�¿�¥eÔ§��¤�� £�© c ð ³�© � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§���#¥®ú ³�© ¥§Ô�¥®ú Ê ¥§ÉÄ�	¯_É ± ÁÉÄ�§�µ«��
Ax = b

Q ô;À:9 V�À



� b

ä�ÉÎ ± Ô	� ³�£ "����� £ ª�ÉÎ £ Ô ± � ‖r(n)‖ = ‖x(n) − x∗‖ 6 ε
¿.� £ Ô§��¤�� £�© x(n) « £µÅ Á

� £ É Ê�± �¬¥¬�	¯ ± É»¤ £ «�� « ³�©�± ï§ ±;Å ��� ± �µ«Z¤6� £�Ê � £ «vª © ��ü×��� ± ù Æ�AGÕ�¸ Q ô;À:9 V
x∗
É

� £�Ê � £ ÉÄ�	¯	ù ε
À

� ¢ �#¥§¤ £ÿ³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ�	¯ ‖r(n)‖ = ‖x(n) −x∗‖ Ô	� Ê�± ÉÎ ± �	¯C����Ô £ �®« £�Å � £ ¿ ³�£ Ì»� £ Á«vª´� © �»ï§ª��»�	ÉûúOÔ	Ô§��ÉÄ� ±O³�© ¥§¤�� ±�Ê ��É»¤;ª�ùRÔ	� Ê�± ÉÎ�ú��µ«vª�ù ³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ�	¯ v(n) �®¥§¤;ª�ù×¿
Ê � £

‖v(n) − r(n)‖
‖rn‖ → 0 ³�©�± n→ ∞.

� £ ÉÄ� ©�£�± « v(n) ¢ �ú_«�¥¬� ©�± ��� S ³�©�£ ÉÄ� £�° ÉÄ� © ª�¤��¬ª © �G¿�ª5¤ £ � £�©�£�°5Åÿ£�©§¢ ¥§� £ Ô�¥¦ £�© «�¥ ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	�#¥�¿��µÀ ��À�ÉÎª Ó ��ÉÄ�	Ô¬ª��»� ³�£ "��� ° �#¥¬ï £�© É £ ï�ÉÄ�	Ô§��������Í Ô§��¤�� £�©�£ Ô�¿
¤ £ � £�© �J�ÿ« £�Å � £e³�©�± �;ú��	¯H�®¥Cï�¥®� ± É¡Ô Rm À
�Aª�ÉÄ�	¯5É £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J�¨�µ�#¥ Ê ��� ± ú µi

«�¥¬� ©�± ��� ³ � © �ÎÍ £�¢ ¥ S ª ³�£�© ú ¢"£�Ê �����

1 > |µ1| > |µ2| > |µ3| > ... > |µm|,
¤;¥ ÅC¢"£ «vª µi

É £	£ �	Ô§�»�	ÉÄ�	Ô¬ª��»�H ± ��� ° � £ ���Ä�®¥§Ô ± É ± «�� ° É £ ï�ÉÄ�	Ô§������� ° Ô§��¤�� £�© ϕi

À
�v¥®�» £µÅ)± « £ ü ± ï�¤;ª��;ªµ#��Ô £�ÃÄ£)³�©�± ï§ ±;Å ��� ± ú ³�£ É £ ï�ÉÄ�	Ô§������� «�Ô§��¤�� £�© ¥	«

r(0) =
m∑

1=1

Ciϕi,

� £�Ãî¢ ¥

r(n) = Snr(0) =
m∑

1=1

CiS
nϕi =

m∑

1=1

Ciµ
n
i ϕi = C1µ

n
1ϕ1 +O(µn

2).

`"¢ ��É»¯ ³�£�¢ �µ�#¥§¤ £ « O(µn
2)
³�£ � ± «�¥¬�»�	Éûú)Ô§��¤�� £�© ¿	� £�© «�¥¡¤ £ � £�©�£�ÃÄ£�± «��»�»� ³�£�© ú ¢"£ ¤

O(|µ2|n)
À

�Qï £ �µ�#¥ Ê�± « w(n) = C1µ
n
1ϕ1

Q �®¥	«��»� ± «J¿ Ê � £ ‖w(n)‖ = O(|µ1|n) ± Ô	� ³�± ü×�µ«
© ú ¢O© ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô

x(n−2) − x∗ = r(n−2) = C1µ
n−2
1 ϕ1 +O(µn

2) = µ−2
1 w(n) +O(µn

2),

x(n−1) − x∗ = r(n−1) = C1µ
n−1
1 ϕ1 +O(µn

2) = µ−1
1 w(n) +O(µn

2),

x(n) − x∗ = r(n) = C1µ
n
1ϕ1 + O(µn

2) = w(n) +O(µn
2).



�Åf

�Q�	É»ù ¢ ¥ ³�£ �ª Ê�± «

x(n) − x(n−1) = (1 − µ−1
1 )w(n) +O(µn

2),

x(n−1) − x(n−2) = µ−1
1 (1 − µ−1

1 )w(n) +O(µn
2).

Ç�Ô§� ¢ �µ«áÔ§�Ä ±�Ê�± �;ª

µ
(n)
1 =

(x(n) − x(n−1), x(n) − x(n−1))

(x(n−1) − x(n−2), x(n) − x(n−1))
,

± Ô	� Ê�± ÉÎ ± «�É»¤;¥®�ú © ���J� ³�©�£�± �µÔ§� ¢ ��� ± ú

(x(n) − x(n−1), x(n) − x(n−1)) = (1 − µ−1
1 ) (w(n), w(n)) +O(|µ2|n‖w(n)‖),

(x(n−1) − x(n−2), x(n) − x(n−1)) = µ−1
1 (1 − µ−1

1 ) (w(n), w(n)) +O(|µ2|n‖w(n)‖).

Ñ ³�© � ¢ �Ä ± « ³�© � ¢ �Ä µ(n)
1
³�©�± n→ ∞

µ
(n)
1 =

(1 − µ−1
1 ) (w(n), w(n)) +O(|µ2|n‖w(n)‖)

µ−1
1 (1 − µ−1

1 )(w(n), w(n)) +O(|µ2|n‖w(n)‖)
=

=
(1 − µ−1

1 )2‖w(n)‖2 +O(|µ1µ2|n)
µ−1

1 (1 − µ−1
1 )2‖w(n)‖2 +O(|µ1µ2|n)

=

=

(1 − µ−1
1 )2‖w(n)‖2

(
1 +O

( |µ2|
|µ1|

n))

µ−1
1 (1 − µ−1

1 )2‖w(n)‖2

(
1 +O

( |µ2|
|µ1|

)n) =

= µ1

(
1 +O

(( |µ2|
|µ1|

)n))
→ µ1

³�©�± n→ ∞,

�¬¥§¤Ë¤;¥§¤ |µ2|
|µ1|

< 1
À\�Q�	É»ù ¢ ¥HÉÎ#� ¢ ª��»�®¿ Ê � £ µ(n)

1 − µ1 = O

(( |µ2|
|µ1|

)n) À
ý�� ³ � © ¯ ³�£ ÉÄ� ©�£�± «&Ô	� © ¥ Å ��� ± � ¢ �ú v(n)

v(n) =
x(n) − x(n−1)

1 −
(
µ

(n)
1

)−1 ,



�½�

±´³�© � £ ï © ¥®�»ª��µ«�� ÃÄ£

v(n) =
(1 − µ−1

1 )w(n) +O(µn
2)

1 −
(
µ

(n)
1

)−1 =

=

(
1 −

(
µ

(n)
1

)−1
)
w(n) +

((
µ

(n)
1

)−1

− µ−1
1

)
w(n) +O(µn

2)

1 −
(
µ

(n)
1

)−1 =

= w(n) +

(
µ1 − µ

(n)
1

)
w(n)

µ
(n)
1 µ1

(
1 −

(
µ

(n)
1

)−1
) +O(µn

2) = w(n) +O(µn
2).

� £ ¤;¥ Å �µ«J¿ Ê � £ vn ± É»¤ £ «�¥®ú ³�© ¥§¤�� ±�Ê ��É»¤;¥®ú�QMÔ	� Ê�± ÉÎ�ú��µ«�¥®ú,V £ ������¤!¥ ³�£�Ã»© ��üGÁ
� £ ÉÄ� ± nÁ £�°´± �§� © ¥§� ±�±

‖v(n) − r(n)‖2

‖rn‖2
=

‖
(
w(n) +O(µn

2)
)
−
(
w(n) +O(µn

2)
)
‖2

(
w(n) +O(µn

2), (w
(n) +O(µn

2)
) =

=
O(µ2n

2 )

‖wn‖2 +O(‖wn‖µn
2)

=
O(µ2n

2 )

O(µ2n
1 )

= O

((
µ2

µ1

)2n
)

→ 0

³�©�± n → ∞ ¿��¬¥§¤6¤;¥§¤ |µ2/µ1| < 1
À�ýv¥§¤ ± « £ ï © ¥®� £ «J¿ ³�£ ÉÄ� ©�£ ���#¥_ï§ ± �µ¤!¥®ú6¤ rnÔ	� Ê�± ÉÎ�ú��µ«�¥®ú £ ������¤;¥ vn

¿�¤ £ � £�© ª�ù ³�©�±&³�© ¥§¤�� ±�Ê ��É»¤ £ « É Ê �»�§�´�®¥ ³�± É»�rÔ�¥§ù=�+Ô
Ô ±!¢ �

v(n) =
x(n) − x(n−1)

µ
(n)
1 − 1

Q�?#ÀÈ÷0V
Ãî¢ �

µ
(n)
1 =

(x(n) − x(n−1), x(n) − x(n))

(xn−1 − xn−2, xn − xn−1)
.

�Q��«��»� ± «J¿ Ê � £Q© �µ¥®"¯	�#¥®ú ³�£�Ã»© ��üÿ� £ ÉÄ�	¯A« £µÅ �»� £ ¤;¥®�®¥¬�	¯	ÉûúG�µ�#¥ Ê�± �§�Ä"¯	� £ ï £ "¯®Á
ü×�¨�µ�#¥ Ê ��� ± ú ‖x(n) − x(n−1)‖ ¿���ÉÎ ± µ1

ï§ ± �µ¤ £ ¤�9	À
Ò£#'� ñ�fa#Xô'õ,ñ$Ó$ö � ©�±O© ¥§É Ê �»�§�ÿÉ ³�£ « £�Ó ¯	ù ± �§� © ¥§� ±�£ ������Íþ«��»� £�¢"£ Ô ³�©�± ï§ ±;Å ���!Á
� £�ÃÄ£¨© ��ü×��� ± ú5Æ�AGÕ�¸3É�� £�Ê � £ ÉÄ�	¯	ù ε © ¥®�»ª�«�� £ � © �»ï £ Ô�¥¬�	¯¡Ô	� ³�£ "����� ± úÿª�ÉÎ £ Ô ± ú

‖v(n)‖ 6 ε1,
Ãî¢ � ε1 =

{
ε ,

��ÉÎ ± ‖x(0)‖ 6 1,

ε‖x(0)‖ ,
��ÉÎ ± ‖x(0)‖ > 1.



� µ

Ò£#'� ñ�fa#Xô'õ,ñ
Ô_ö � ©�±ÿ© �µ¥® ± �®¥§� ±�± «��»� £�¢ ¥ ³�£ ÉÎ#� ¢"£ Ô�¥¬�§�Ä"¯	����Í ³�©�± ï§ ±;Å ��� ±�° ¿	¤;¥§¤
± "ù=ï £�ÃÄ£þ¢�© ª ÃÄ£�ÃÄ£-± �§� © ¥§� ±�£ ��� £�ÃÄ£+³�©�£ ����É»É�¥�¿��#¥ ¢"£ ª�¤;¥®�µ�rÔ�¥¬�	¯+«�¥§¤!É ± «�¥®"¯	� £
¢"£�³ ª�ÉÄ� ± « £ � Ê�± ÉÎ £e± �§� © ¥§� ±�° À�·�� £e£ ï0��ú#É»�;ú��»�	Éûú��§�µ«J¿ Ê � £e³�©�±²© ��ü×��� ±�±´³�© ¥§¤!Á
� ±�Ê ��É»¤ ± ÍO�®¥ ¢ ¥ Ê ¿ ¢ �úþ����¤ £ � £�© ��Í ± �5� ± Í ± �§� © ¥§� ±�£ ����� ° «��»� £�¢ « £µÅ �»� © ¥§ÉîÍ £ Á
¢�± �	¯	Éûú.À

L âÖÕ êÿÞ\hvæ�Þ,��� Û 6jhvæ�ß'd�Ü�è�ÜvÛ.-w%���-7��ß,"¡Þ\hvæ�Þ�Ù�è�ævÝvÛ
9	À'�¡¥§¤ £ Ô	� © ¥®�» ±�Ê�± úË«�� ÅC¢ ª�� £�Ê ��� « ±´±�± �§� © ¥§� ±�£ ����� « ± «��»� £�¢ ¥	« ±�© ��ü×�ÎÁ

� ± úOÆ�AGÕ�¸)�
ô;À	Æ�¦ £�© «vª® ±�© ª ° �	� ¢"£ ÉÄ�¬¥¬� £�Ê � £ �Jª�ÉÎ £ Ô ± �JÉîÍ £�¢�± « £ ÉÄ� ±�¢ Ô¬ª�Í!ÉÎ £�° � £�ÃÄ£¨± �§� © ¥µÁ

� ±�£ ��� £�ÃÄ£ «��»� £�¢ ¥ © ��ü×��� ± ú²Æ�AGÕ�¸=À
<�À�Æ�¦ £�© «vªµ ±�© ª ° �	�A��� £ ï�Í £�¢�± « £ � ±ÿ¢"£ ÉÄ�¬¥¬� £�Ê � £ � ª�ÉÎ £ Ô ± � ÉîÍ £�¢�± « £ ÉÄ� ±ÿ¢ Ô¬ª�Í!Á

ÉÎ £�° � £�ÃÄ£)± �§� © ¥§� ±�£ ��� £�ÃÄ£ «��»� £�¢ ¥ © ��ü×��� ± ú²Æ�AGÕ�¸=À
?#À � ©�± ¤;¥§¤ ± Í α ± β ÉíÍ £�¢�± �	Éûú´«��»� £�¢²³�©�£ ÉÄ� £�°´± �§� © ¥§� ±�± x(k+1) = S x(k) + c

¿
Ãî¢ �

S =




α β 0

β α β

0 β α


?

ø;À\� £ ¤;¥®�®¥¬�	¯�¿ Ê � £H¢ �úOÆ�AGÕ�¸ Ax = b
É�«�¥¬� ©�± ��� °

A =




2 0.3 0.5

0.1 3 0.4

0.1 0.1 4.8


 ,

ÉîÍ £�¢�± �	Éûú+«��»� £�¢�³�©�£ ÉÄ� £�°+± �§� © ¥§� ±�± ¿.��ÉÎ ± ª-«�¥¬� ©�± ��� ³ � © �ÎÍ £�¢ ¥ S = E − τA
³ ¥ © ¥	«��»� © 0 < τ < 0.4

À
Z�À��¡¥§¤×Ô¬ ± ú��»�A�#¥AÉîÍ £»¢�± « £ ÉÄ�	¯ ± �§� © ¥§� ±�£ ������ÍH«��»� £�¢"£ Ô © ��ü×��� ± úHÆ�AGÕ�¸ £ ï§ª�Á

ÉÎ £ Ô¬#����� £ ÉÄ�	¯)«�¥¬� ©�± ���×�
÷;À�� ©�± ¤;¥§¤ ± Í α ± β Ô	� ³�£ "�;ú��»�	Éûú3��� £ ï�Í £�¢�± « £ � ±&¢"£ ÉÄ�¬¥¬� £�Ê � £ � ª�ÉÎ £ Ô ± �

ÉîÍ £�¢�± « £ ÉÄ� ± «��»� £�¢ ¥ ] ¤ £ ï ±_¢ �ú © ��ü×��� ± ú²Æ�AGÕ�¸ ± � ³ ª���¤��®¥E?��



�½å

ö�À�� ©�± ¤!¥§¤ ± Í α ± β Ô	� ³�£ "�;ú��»��Éîú ��� £ ï�Í £�¢�± « £ � ±&¢"£ ÉÄ�®¥¬� £�Ê � £ � ª�ÉÎ £ Ô ± �
ÉîÍ £»¢�± « £ ÉÄ� ± «��»� £�¢ ¥ ` � °!¢ �Ä�ú ¢ �ú © ��ü×��� ± ú²Æ�AGÕ�¸ ± � ³ ª���¤��®¥E?��
;�À,�Q� © ��ÉÄ�¬¥§Ô	¯µ�§��Ô)É ± ÉÄ�§�µ«�� ± � ³ ª���¤��¬¥E? ³ � © Ô £ � ± Ô§� £�©�£ �Gª © ¥§Ô	����� ± ú.À,� ³�© �ÎÁ

¢ �Ä ± �§��¿ ³�©�± ¤;¥§¤ ± Í α ± β Ô	� ³�£ "�;ú��»�	Éûú ��� £ ï�Í £�¢�± « £ � ±Ë¢"£ ÉÄ�®¥¬� £�Ê � £ �Cª�ÉÎ £ Ô ± �ÉîÍ £»¢�± « £ ÉÄ� ± «��»� £�¢ ¥ ` � °!¢ �Ä�ú,� Æ © ¥§Ô	� ± �§� ³�£ �ª Ê ������� °C£ �	Ô§�»�¡É £ �	Ô§�»� £ «þÔ ³ ª���¤!Á
�§�×ö�À
9�õ�À"ò £ ¤;¥®�®¥¬�	¯�¿ Ê � £e¢ �ú-Æ�AGÕ�¸ÑÔ§� £�©�£�ÃÄ£�³�£�© ú ¢ ¤;¥^Q n = 2

VA«��»� £�¢ � ] ¤ £ ï ±O±
` � °!¢ �Ä�ú´ÉîÍ £»¢ ú��	Éûú ±´© ¥§ÉîÍ £�¢ ú��	Éûú £�¢ � £ Ô © �µ«v����� £ À
909	À"Ç Ê �µ« ±!¢ �ÄúË«��»� £�¢"£ Ô5É ³ ª�É»¤;¥ ³�©�±Ë© ��ü×��� ±�± Æ�AGÕ�¸)�



�½ì

Ø Ù ��Wyq�O� �
�����

ÇáÌ»� £ « ³�©�±  £µÅ ��� ±�±�³�©�± Ô £�¢ ú��	Éîú�����¤ £ � £�© �J�¨É»Ô§� ¢ ��� ± ú.¿�¤ £ � £�© �J� ± É ³�£ "¯¬�»ª�Á
ù=�	Éûú²Ô £ É»� £ Ô	� £ «á�§��¤!ÉÄ�§��¿"¥C�¬¥§¤ Å ��ª�¤;¥®�®¥§� ± ú ¢ �ú © ��ü×��� ± ú ³�©�± «�� ©�£ Ô�À

ÚUrÜÛ�rut Ý�x�yez'�ey��"�aÞàßáx���}ex��"x�~a�8�â�8|4��a~ax�Æa~ayeÆ�{2�Å¶x�zewaßº���jx�yewa�a��Þà{j�jw�aã
�Aª�ÉÄ�	¯

A = {aij}m
i,j=1

ðÑ¤�Ô�¥ ¢�© ¥¬�	�#¥®ú «�¥¬� ©�± �#¥ © ¥®�®«�� © ¥ Q
m × m

V2¿)¥
x = {xi}m

i=1

À��Qï £ �µ�#¥ Ê�± « É £�³�© ú Å �����;ª�ù ¤
A
«�¥¬� ©�± �;ª Ê � © �Ä� A∗ À�ä�ÉÎ ± A °Ô§� Ó ��ÉÄ�	Ô§�����#¥®ú�«�¥¬� ©�± �#¥�¿;� £ A∗ = AT

¿ Ãí¢ � AT °
� © ¥§��É ³�£ � ±�©�£ Ô�¥§���#¥®ú´¤ A «�¥¬�®Á

©�± �#¥�À�ä�ÉÎ ± A ¤ £ « ³ #��¤!É»�#¥®ú²«�¥¬� ©�± �#¥�¿#� £H¢ �úËÌÄ#�µ«������ £ Ô A∗ É ³�© ¥§Ô§� ¢  ± Ô £)© ¥µÁ
Ô§����ÉÄ�	Ô £ a∗ij = aji

Q
aji

¤ £ « ³ #��¤!É»� £ É £�³�© ú Å ��� £ É aji
V2À'� ³�© � ¢ �Ä ± �§�Ä"¯5«�¥¬� ©�± ���

A
ï§ª ¢ �µ« £ ï £ �µ�#¥ Ê ¥¬�	¯ det(A)

¿�¥ £ ï © ¥¬�	�;ª�ùÑ¤
A
«�¥¬� ©�± �;ª Ê � © �Ä� A−1 À
ä�ÉÎ ± ÉÎª�Á

Ó ��ÉÄ�	Ô¬ª��»� A−1 ¿�� £ «�¥¬� ©�± �#¥ A �#¥®�µ�rÔ�¥¬�»�	Éûú´����Ô	� ©�£µÅC¢ ����� £�° À
·�¤�Ô ± Ô�¥®#�����	���ZÉÎ#� ¢ ª�ù Óÿ± �¡ª;�	Ô§� ©�ÅC¢ ��� ± ú.À
9	À,>Ë¥¬� ©�± �#¥ A ú#Ô¬�ú��»�	Éûú´����Ô	� ©�£µÅC¢ ����� £�° À
ô;À\� ³�© � ¢ �Ä ± �§�Ä"¯ det(A) 6= 0

À
<�À"Æ�AGÕ�¸

Ax = 0 ± «��»�»�H� £ "¯	¤ £ � ©�± Ô ± ¥®"¯	� £ � © ��ü×��� ± ��À
?#À_� ©�± "ù=ï £ «+Ô§��¤�� £�© � b 6= 0

Æ�AGÕ�¸
Ax = b ± «��»�»�G� ¢�± ��ÉÄ�	Ô§����� £ � © ��ü×��� ± ��Àø;À"Ç�ÉÄ�GÉÄ� £ #ï����±QMÉÄ� ©�£ ¤ ± Vr«�¥¬� ©�± ��� A
 ± ��� ° � £ ���Ä�®¥§Ô ± É ± «��¡À

Z�À"�v¥§� Ã «�¥¬� ©�± ��� A © ¥§Ô§��� m Q © ¥§� Ã «�¥¬� ©�± ��� ð_¤ £  ±�Ê ��ÉÄ�	Ô £  ± ��� ° � £ ���Ä�®¥µÁ
Ô ± É ± «���Í´ÉÄ� £ #ï�� £ ÔFQ ±  ± ÉÄ� ©�£ ¤\VÐV2À
Ç� Ó ��ÉÄ�	Ô§����� £ � ±  ± ¤ £ « ³ #��¤!É»� £ � Ê�± ÉÎ £ λ ± Ô§��¤�� £�© ϕ 6= 0

�#¥®�µ�rÔ�¥§ù=�	Éûú
É £	£ �	Ô§�»�	ÉÄ�	Ô§����� £ É £ ï�ÉÄ�	Ô§������� «&�µ�#¥ Ê ��� ± �µ« Q Ê�± ÉÎ £ «}V ± É £ ï�ÉÄ�	Ô§������� « Ô§��¤�� £�©�£ «
«�¥¬� ©�± ��� A

¿���ÉÎ ±
Aϕ = λϕ.

Æ £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J� Ê�± ÉÎ�¥×«�¥¬� ©�± ��� A ú#Ô¬�ú#ù=�	Éûú_¤ £�© �;ú"« ± Í;¥ © ¥§¤��§� ©�± ÉÄ� ±�Ê ��É»¤ £�ÃÄ£
«�� £�ÃÄ£�Ê #���#¥HÉÄ�§� ³ ��� ± m

det(A− λE) = 0.

>´� £µÅ ��ÉÄ�	Ô £ Ô	ÉÄ�ÎÍËÉ £ ï�ÉÄ�	Ô§��������Í Ê�± ÉÄ�Ä «�¥¬� ©�± ��� A
�#¥®�µ�rÔ�¥¬�»�	Éûú´�»�×É ³ ��¤�� ©�£ «J¿�¥



µ û

Ô§�Ä ±�Ê�± �#¥
ρ(A) = max

i
|λi|

�#¥®�µ�rÔ�¥¬�»�	Éûú´É ³ ��¤�� © ¥®"¯	��� « © ¥ ¢�± ª�É £ «&«�¥¬� ©�± ��� A
À

Æª�«�«�¥�ÌÄ#�µ«������ £ Ôÿ¤�Ô�¥ ¢�© ¥¬�	� £�° «�¥¬� ©�± ���¡¿�ÉÄ� £ ú Óÿ± Í_�#¥ Ã �¥§Ô	� £�°)¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥® ± ¿
�#¥®�µ�rÔ�¥¬�»�	Éûú?ÉÎ#� ¢"£ « «�¥¬� ©�± ��� ±?£ ï £ �µ�#¥ Ê ¥¬�»�	Éûú trA ±  ± SpA Q

trA =
m∑

i=1

aii
V2À

Æ#� ¢ «�¥¬� ©�± ��� A
É £ Ô ³ ¥ ¢ ¥¬�»�ËÉ5ÉÎª�«�« £�° ¤ £�© ��� ° Í;¥ © ¥§¤��§� ©�± ÉÄ� ±�Ê ��É»¤ £�ÃÄ£ «�� £�ÃÄ£ Á

Ê #���#¥5«�¥¬� ©�± ��� A
À

Ç�� Ê�± ÉÎ#��� ± � É £ ï�ÉÄ�	Ô§��������Í �µ�#¥ Ê ��� ±�° ú#Ô¬�ú��»�	Éûú.¿Ô £	£ ï Ó � ÃÄ£ Ô £�© ú.¿ÉÎ £µÅ � £�°
�®¥ ¢ ¥ Ê � ° ¿�¤ £ � £�© ¥®ú�#� Ã ¤ £5© ��üC¥¬�»�	Éûú.¿;��ÉÎ ± «�¥¬� ©�± �#¥ A ³�© ¥§Ô�¥®úuQ ±  ± #��Ô�¥®ú,V� © �ÎÁ
ª ÃÄ£ "¯	�#¥®ú²«�¥¬� ©�± �#¥�À#òG�ú´�¬¥§¤ ± ÍO«�¥¬� ©�± �OÉ £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J� Ê�± ÉÎ�¥Cú#Ô¬�ú#ù=�	Éûú ¢�± ¥ ÃÄ£ Á
�#¥®"¯	��� « ± ÌÄ#�µ«������¬¥	« ± À.ä�ÉÎ ± «�¥¬� ©�± �#¥ A ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	�#¥®ú.¿.� £ �»�)É £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J�
Ê�± ÉÎ�¥×ú#Ô¬�ú#ù=�	Éûú��¬¥§¤ Å � ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	��� « ± ÌÄ#�µ«������¬¥	« ± ¿ ± É £ ï�ÉÄ�	Ô§����� £ «vª)�µ�#¥ Ê �ÎÁ
� ± ù×¿ © ¥§Ô	� £ «vª ajj

¿ £ �	Ô§� Ê ¥¬�»� É £ ï�ÉÄ�	Ô§������� ° Ô§��¤�� £�© ej = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
j ÊjËÈÌÎÍÐÏ

, 0, . . . , 0)
À

�Q� © � Ê�± ÉÎ ± «�����¤ £ � £�© �J�×É»Ô £�° ÉÄ�	Ô�¥5É £ ï�ÉÄ�	Ô§��������Í Ê�± ÉÄ�Ä ± É £ ï�ÉÄ�	Ô§��������ÍËÔ§��¤!Á
� £�©�£ Ô�À
ä�ÉÎ ± É £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J� Ê�± ÉÎ�¥ λk

± λj
«�¥¬� ©�± ��� A © ¥®�» ±�Ê ����Q λk 6= λj

V2¿¬� £ É £	£ �®Á
Ô§�»�	ÉÄ�	Ô¬ª�ù Óÿ± � ± « É £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J�CÔ§��¤�� £�© �] ± ��� ° � £ ���Ä�®¥§Ô ± É ± «��¡À{ä�ÉÎ ± Ô	ÉÄ�ÿÉ £ ï¬Á
ÉÄ�	Ô§�������J�×�µ�#¥ Ê ��� ± ú λk

³�©�£ ÉÄ������¿�� £ É £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J�CÔ§��¤�� £�© � ϕk
Q
k = 1, . . . ,m

V
 ± ��� ° � £ ���Ä�®¥§Ô ± É ± «��¡¿�ÉÎ#� ¢"£ Ô�¥¬�§�Ä"¯	� £ ¿ £ ï © ¥®�»ª�ù=� ï�¥®� ± ÉeÔ Rm À!� ©�± �#¥® ±�Ê�±�±
¤ © ¥¬�	����Í6É £ ï�ÉÄ�	Ô§��������Í Ê�± ÉÄ�Ä6É ± ÉÄ�§�µ«�¥_Ô	ÉÄ�ÎÍ É £ ï�ÉÄ�	Ô§��������Í Ô§��¤�� £�©�£ Ô´« £�Å �»�´���
ï��J�	¯5ï�¥®� ± É £ «áÔ Rm À�>Ë¥¬� ©�± �#¥�¿�ª�¤ £ � £�©�£�°²³�£ "�#¥®úËÉ ± ÉÄ�§�µ«�¥HÉ £ ï�ÉÄ�	Ô§��������Í´Ô§��¤!Á
� £�©�£ Ô £ ï © ¥®�»ª��»��ï�¥®� ± ÉAÔ Rm ¿!�#¥®�µ�rÔ�¥¬�»�	Éûú_«�¥¬� ©�± ��� °�³�©�£ ÉÄ� £�°_³�©�±�©�£�¢ �1QMÉÄ� © ª�¤!Á
�¬ª © �WV2¿#��� Åÿ£�©	¢ ¥§� £ Ô�¥5¦ £�© «�¥ ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	�#¥�À
Æ £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J�×�µ�#¥ Ê ��� ± ú λk

É £�³�© ú Å ����� £�° «�¥¬� ©�± ��� A∗ ¤ £ « ³ #��¤�É»� £ É £�³�© ú;Á
Å ����� Ê�± ÉÎ�¥	« λk

¿�¥�É £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J�5Ô§��¤�� £�© � ψk
Q
k = 1, . . . ,m

V £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	���
Ô§��¤�� £�© ¥	« ϕk

Q
k = 1, . . . ,m

V2¿��®À ��À

(ϕk, ψj) = 0,
��ÉÎ ± k 6= j.

Æ £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J� Ê�± ÉÎ�¥×É ± «�«��»� ©�±�Ê � £�° «�¥¬� ©�± ��� A
Ô§� Ó ��ÉÄ�	Ô§�������¡¿;¥×É £ ï�ÉÄ�	Ô§���!Á



µ »

���J�CÔ§��¤�� £�© �¡¿�É £	£ ��Ô§�»�	ÉÄ�	Ô¬ª�ù Óÿ± � © ¥®�» ±�Ê ��� «3É £ ï�ÉÄ�	Ô§������� «��µ�#¥ Ê ��� ± ú"«J¿ £�© � £ Á
ÃÄ£ �#¥®"¯	���¡À
ò×Ô§�ÿ¤�Ô�¥ ¢�© ¥¬�	���J�5«�¥¬� ©�± ��� A ± B £»¢�± �#¥§¤ £ Ô	��Í © ¥®�®«�� ©�£ Ôe�#¥®�µ�rÔ�¥§ù=�	Éûú ³�£ Á

¢"£ ï���� « ± ¿Q��ÉÎ ± ÉÎª Ó ��ÉÄ�	Ô¬ª��»� �¬¥§¤;¥®úh����Ô	� ©�£µÅC¢ �����#¥®úR«�¥¬� ©�± �#¥ P ¿ Ê � £ B =

P−1AP
ÀÇ�ÉÄ� ³�£�¢"£ ï����J�O«�¥¬� ©�± ��� ± «���ù=� £�¢ � ±&± �§� Å �²É £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J���µ�#¥ Ê �ÎÁ

� ± ú.À!ä�ÉÎ ± P ð £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	�#¥®úá«�¥¬� ©�± �#¥ ± B = P ∗AP
¿�� £ «�¥¬� ©�± ��� A ± B�#¥®�µ�rÔ�¥§ù=�	Éûú £�© � £�ÃÄ£ �#¥®"¯	� £e³�£�¢"£ ï���� « ± À

ä ñ�ð8#W00ñ½ô"-.!Y0*/(å�/2iéõ"³çæá°�ô8&"1�/*0e-.1U/*h¯/ ± «��»�»�5Ô ±!¢
m∑

k=1

xk yk 6

√√√√
m∑

k=1

x2
k

√√√√
m∑

k=1

y2
k,

±  ± (x, y) 6 ‖x‖‖y‖. Qóø;À:9®V

ÚUrÜÛ�rs� �,wa{'�"�ax�~a�(è���~aÄaãa�aye~a{2�{
Ò�ª ¢ �µ«Ë����¤ £ � £�© � ° ¦Qª���¤�� ±�£ �#¥® F : Rm → R © ¥§É»É�«�¥¬� ©�± Ô�¥¬�	¯Q¤;¥§¤×¦Qª���¤�� ± ù«�� £�Ã»± Í ³ � © �µ«���������Í F (x1, . . . , xm)

À;Ç £ �µ¯�«��µ« ³�©�£�± �µÔ £ "¯	��� ° � ¢�± � ±�Ê ��� ° Ô§��¤!Á
� £�© y = (y1, . . . , ym)

Q ‖y‖ = 1
V ±6© ¥§É»É�« £ � ©�± « É»¤ £�©�£ ÉÄ�	¯ ± �®«�������� ± ú F (x) ³�£�#¥ ³�© ¥§Ô¬#��� ± ù y

À
� ©�£�± �µÔ £�¢ � £�° ¦Qª���¤�� ±�£ �#¥®�¥ F (x)
Ô�� £�Ê ¤�� x = (x1, . . . , xm)

³�£ �#¥ ³�© ¥§Ô¬#��� ± ù y
�#¥®�µ�rÔ�¥¬�»�	Éîú

∂F (x)

∂y
= lim

t→0

F (x1 + ty1, . . . , xm + tym)

t
=

=

(
∂

∂t
F (x1 + ty1, . . . , xm + tym)

) ∣∣
t=0
.

Ç�� Ê�± ÉÎ ± « ³�©�£�± �µÔ £�¢ �;ª�ù

∂

∂t
F (x1 + ty1, . . . , xm + tym) =

∂F

∂x1
y1 +

∂F

∂x2
y2 + . . .+

∂F

∂xm
ym = (gradF, y),

Ãî¢ �GÔ§��¤�� £�© gradF =

(
∂F

∂x1
,
∂F

∂x2
, . . . ,

∂F

∂xm

) À#ý�� ³ � © ¯

∂F (x)

∂y
= (gradF, y) = ‖ gradF‖ ‖y‖ cosα = ‖ gradF‖ cosα,

Ãî¢ � α ª ÃÄ£ O«�� ÅC¢ ª´�#¥ ³�© ¥§Ô¬#��� ± �µ« gradF ± Ô§��¤�� £�©�£ « y À



µ æ

·�� £ÿ£ �µ�#¥ Ê ¥¬�»�µ¿ Ê � £ −‖ gradF‖ 6
∂F (x)

∂y
6 ‖ gradF‖ ¿�� £ ��ÉÄ�	¯ F (x)

ª;ï��rÔ�¥µÁ
�»�rï��rÉÄ� © �»��Ô	ÉÄ� ÃÄ£ Ô ¢"£ "¯ �#¥ ³�© ¥§Ô¬#��� ± ú ³�©�£ � ± Ô £�³�£  £µÅ � £�ÃÄ£AÃ»© ¥ ¢�± �����¬ª�À ` ¥	«��»� ± «
� £ "¯	¤ £ ¿ Ê � £ Ì»� £ É»Ô £�° ÉÄ�	Ô £  £ ¤;¥®"¯	� £ QMÉ ³�© ¥§Ô§� ¢  ± Ô £ � £ "¯	¤ £ Ô ¢"£ ÉÄ�¬¥¬� £�Ê � £ «�¥® £�°
£ ¤ © ��ÉÄ�	� £ ÉÄ� ± � £�Ê ¤ ± x V2À�½¡¥ ³�© ¥§Ô¬#��� ± � Ã»© ¥ ¢�± �����¬¥OÉ £ Ô ³ ¥ ¢ ¥¬�»�OÉ_�#¥ ³�© ¥§Ô¬#��� ± �µ«Ô	����üÿ��� ° � £�© «�¥® ± ¤ ³�£ Ô§� © Í�� £ ÉÄ� ± F (x) = c

À
Ò£#'� ñ�fa#Xô'õ,ñØö ¸ © ¥§Ô	����� ± �`� £�© «�¥® ± ³�£ Ô§� © Í�� £ ÉÄ� ± F (x) = c

Ô � £�Ê ¤�� x0 =

(x0
1, x

0
2, . . . , x

0
m) ± «��»�»�5Ô ±!¢

x− x0
1

∂F

∂x1
(x0)

=
x− x0

2

∂F

∂x2
(x0)

= · · · =
x− x0

m

∂F

∂xm
(x0)

.

ÚUrÜÛ�rsq éá�j}ex��jß�ê8��ÄU{2|�{j~a�8�%ê%wax�Ç[x�~a�8�
o ß%R�%�è�� + â
9	À Ð ª���¤�� ±�£ �#¥® max

16i,j6m
|aij|

���Cú#Ô¬�ú��»�	Éûúþ� £�© « £�° «�¥¬� ©�± ���¡¿��¬¥§¤6¤;¥§¤ £ �þ���
ª ¢"£ Ô¬#�»�	Ô £�© ú��»� Ê �»�	Ô§� © � £ «vª?É»Ô £�° ÉÄ�	Ô¬ª ± � £�³�© � ¢ �Ä#��� ± ú�� £�© «�� «�¥¬� ©�± ���¡À�½¡¥µÁ
³�©�± «�� © ¿ ¢ �ú�� ¢�± � ±�Ê � £�° «�¥¬� ©�± ��� E ³�£ �ª Ê ¥¬�»�	Éûú ‖E E‖ > ‖E‖ ‖E‖ À'> £µÅ � £
³�©�± Ô§��ÉÄ� ±Ë³�©�± «�� © «�¥¬� ©�± ���ZÔ§� £�©�£�ÃÄ£e³�£�© ú ¢ ¤;¥�À
<�ÀO�Q� © Ô	�J�H� ©�± ª�ÉÎ £ Ô ± ú ± � £�³�© � ¢ �Ä#��� ± ú6� £�© «�� S(A) =

√
m∑

i,j=1

|aij|2 £�Ê �ÎÁ
Ô ±!¢ ���¡¿v�¬¥§¤á¤!¥§¤�Ì»�¬ª?� £�© «vª�« £µÅ � £þ© ¥§É»É�«�¥¬� ©�± Ô�¥¬�	¯þ¤;¥§¤�� £�© «vª?Ô§��¤�� £�© ¥ m2 ð
«�� © � £�ÃÄ£ ¥ ©�± ¦G«��»� ±�Ê ��É»¤ £�ÃÄ£_³�©�£ ÉÄ� © ¥§��ÉÄ�	Ô�¥�À�ëQ�»�	Ô§� © � £ �ÿÉ»Ô £�° ÉÄ�	Ô £e³�£ �ª Ê ¥¬�»�	Éûú²É
³�£ « £�Ó ¯	ù ��� © ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô�¥E� £ ü ± Á Ò�ª��;ú#¤ £ Ô	É»¤ £�ÃÄ£ QMÉ�«JÀ ø;À:9 V2¿ ¢ � ° ÉÄ�	Ô ± �§�Ä"¯	� £

S2(AB) =
m∑

i,j=1

∣∣∣∣
m∑

k=1

aikbkj

∣∣∣∣
2

6
m∑

i,j=1

m∑
k=1

|aik|2
m∑

k=1

|bkj|2 =

=
m∑

i=1

m∑
k=1

|aik|2
m∑

j=1

m∑
k=1

|bkj|2 = S2(A) S2(B)

Æ £�Ã �¥§É £ Ô�¥§��� £ ÉÄ�	¯ S(A) ± ‖x‖2
ÉÎ#� ¢ ª��»� ± �×��� © ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô�¥

‖Ax‖2 =
m∑

i=1

∣∣∣∣∣

m∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣

2

6

m∑

i,k=1

|aik|2
m∑

k=1

|xk|2 = S(A)‖x‖2



µ �

?#À�ò £ ¤;¥®�®¥¬�§�Ä"¯	ÉÄ�	Ô £ ��� © ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô#Q ô;ÀÈô V ¢"£ ÉÄ�¬¥¬� £�Ê � £�³�©�£ ÉÄ� £ ��À#ò £ ¤;¥ Å �µ«á ± üÿ¯
‖x‖1/

√
m 6 ‖x‖2

¿ ± É ³�£ "¯¬�»ª	úZ��� © ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô�¥7� £ ü ± Á Ò�ª��;ú#¤ £ Ô	É»¤ £�ÃÄ£ QMÉ�«JÀ ø;À:9 V2À
ëQ� £ ï�� £ ����� ± �	¯ ‖x‖1

¿ ³�© � £ ï © ¥®�»ª��µ«

(|x1| + |x2| + · · · + |xm|)2 = (|x1| 1 + |x2| 1 + · · · + |xm| 1)2 6

6 (|x1|2 + |x2|2 + · · · + |xm|2)(12 + 12 + · · · + 12) =

= m(|x1|2 + |x2|2 + · · · + |xm|2)
ø;À >´� £µÅ ��ÉÄ�	Ô £ Ô§��¤�� £�©�£ Ô {x : ‖x‖1 = 1} �#¥ ³  £ É»¤ £ ÉÄ� ±´± «��»�»�5Ô ±!¢ À

Z�À;ò £ ¤;¥ Å �µ« ³�£�¢�Ê�± ������� £ ÉÄ�	¯)� £�© «��]«�¥¬� ©�± ��� ‖A‖2 =
√

max
16i6m

(λAA∗)i
� £�© Á

«���Ô§��¤�� £�© ¥ ‖ϕ‖ =
√

(ϕ, ϕ)
À�¼A�µÔ§��ÉÄ�	� £ ¿ Ê � £ ª ³�£  £µÅ)± �§�Ä"¯	� £�° É ± «�«��»� ©�±�Ê � £�°

«�¥¬� ©�± ��� AA∗ Ô	ÉÄ��É £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J� Ê�± ÉÎ�¥ ³�£  £µÅ)± �§�Ä"¯	���J��À��Aª�ÉÄ�	¯ λ1
�#¥ ± ï £ "¯®Á

ü×�»� ³�£  £µÅ)± �§�Ä"¯	� £ � Ê�± ÉÎ £ AA∗ ¿#¤ £ � £�©�£ «vª £ �	Ô§� Ê ¥¬�»�)É £ ï�ÉÄ�	Ô§������� ° Ô§��¤�� £�© ϕ1Q ‖ϕ1‖ = 1
V2À�ý £�Ãî¢ ¥ ‖A‖2 =

√
λ1
¿ ± ‖Aϕ‖ =

√
(Aϕ,ϕ) =

√
(ϕ,A∗Aϕ) =

√
λ1

√
(ϕ, ϕ) =

√
λ1
À

ö�À�½Q�»�®À�� ©�± «�� ©�£ « « £µÅ �»��ÉÎ�ª Å)± �	¯5Í £�©�£ ü £e£ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#�����#¥®ú ¢�± ¥ ÃÄ£ �#¥®"¯	�#¥®ú
«�¥¬� ©�± �#¥ diag(ε, ε, . . . , ε) ³�£�© ú ¢ ¤;¥ m×m

Q
m� 1

¿
ε� 1

V2À
9Ø<�Àk� © ¥§Ô�¥®ú Ê ¥§ÉÄ�	¯H��� © ¥§Ô§����ÉÄ�	Ô�¥ S(A)

m
6 ‖A‖2 6 S(A) £�Ê ��Ô ±!¢ �#¥�À ` ¥	«��»� ± «J¿

Ê � £ S(A) =
√
trAA∗ À�ò £ ¤;¥®�®¥¬�§�Ä"¯	ÉÄ�	Ô £ #��Ô £�°+Ê ¥§ÉÄ� ± ÉÎ#� ¢ ª��»� ± ��ÉÎ#� ¢ ª�ù Óÿ± Í

³�© � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ±�°

‖A‖2
2 = max

16i6m
λi >

1

m
(λ1 + · · · + λm) =

1

m
trAA∗ = S2(A)

`"¢ ��É»¯ λi
É £ ï�ÉÄ�	Ô§����� £ �¨�µ�#¥ Ê ��� ± ��«�¥¬� ©�± ��� AA∗ À

9Å?#À"ëQ� £ ï��ZÔ	� Ê�± ÉÎ ± �	¯ Ê�± ÉÎ £5£ ï§ª�ÉÎ £ Ô¬#����� £ ÉÄ� ± ¿ ³�£ ÉÄ� ©�£�° �§� £ ï © ¥¬�	�;ª�ùh«�¥¬�®Á
©�± �;ª ±  ± �#¥ °!¢�± �§���»�GÉ £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J�¨�µ�#¥ Ê ��� ± ú.À



µëb

o ß%R�%�è�� B â

9	À
L =




2 0 0

−1 1 0

3 1 −2



¿
U =




1 −1 −3

0 1 2

0 0 1




ô;À;ÁÑ?#À
ø;ÀvÆ��#¥ Ê ¥®�¥Ë�#¥ ¢"£ ª�«�� £µÅ)± �	¯ «�¥¬� ©�± �;ª A ÉÎ#��Ô�¥��#¥²«�¥¬� ©�± �;ª ³ � © ��ÉÄ�¬¥§� £ Ô £ ¤

P23
¿�¥5�®¥¬�§�µ« Ô	� ³�£ "� ± �	¯ £�¢ � £�³�© � £ ï © ¥®� £ Ô�¥§� ± �ÿÔ © ¥§ü×��� ± ú.À�Ç �®¥§Ô ± É ± « £ ÉÄ� ±²£ �

£�©�Ã ¥§� ± �®¥§� ±�± Ô	� Ê�± ÉÎ#��� ±�° Ô £ �	Ô§�»�§� ³�£ ÉÎ#� ¢ � ±�± �µ�#¥§¤ ± « £�Ã ª;� © ¥®�» ±�Ê ¥¬��¯	Éîú

Q =




0.447 −0.894 0

0 0 1

0.894 0.447 0


 , R =




2.24 3.58 4.92

0 −0.447 −0.894

0 0 1




÷;À#ý £�Ê � £ � © ��ü×��� ± � x∗ = (−1,−3, 2)T
À

o ß%R�%�è�� L â
?#À�Æ £ ï�ÉÄ�	Ô§�������J� Ê�± ÉÎ�¥e«�¥¬� ©�± ��� ³ � © �ÎÍ £�¢ ¥ S ¢"£  Å ���Zª ¢"£ Ô¬#�»�	Ô £�© ú��	¯e�§� £ Á

© �µ«�� £ ��� £ ï�Í £�¢�± « £ « ±�¢"£ ÉÄ�¬¥¬� £�Ê � £ «áª�ÉÎ £ Ô ±�± ÉîÍ £�¢�± « £ ÉÄ� ±�¢ Ô¬ª�Í!ÉÎ £�° � £�ÃÄ£)± �§�ÎÁ
© ¥§� ±�£ ��� £�ÃÄ£ «��»� £�¢ ¥�¿��µÀ ��À |α| < 1 ± |α±

√
2 β| < 1

À
ö�À�½Q� £ ï�Í £�¢�± « £ � ±²¢"£ ÉÄ�¬¥¬� £�Ê � £ �5ª�ÉÎ £ Ô ± �5ÉîÍ £�¢�± « £ ÉÄ� ± «��»� £�¢ ¥ ` � °!¢ �Ä�ú ¢ �ú

�®¥ ¢ ¥§��� £�° É ± ÉÄ�§�µ«�� ± «��»�»�þÔ ±!¢ |λ| < 1
¿ Ãî¢ � λ © ��ü×��� ± �eÍ;¥ © ¥§¤��§� ©�± ÉÄ� ±�Ê ��É»¤ £ �ª © ¥§Ô	����� ± �

∣∣∣∣∣∣∣∣

a λ b λ 0

b λ a λ β

0 b λ a λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a λ2(2β2λ2 − a2) = 0.

�Q�	É»ù ¢ ¥+ÉÎ#� ¢ ª	�»�®¿ Ê � £ α ± β ¢"£  Å ���Uª ¢"£ Ô¬#�»�	Ô £�© ú��	¯?��� © ¥§Ô§����ÉÄ��Ô¬ª |β/α| <
1/
√

2
À



µ f

�Cë��Kx{�}ª yq��z��
K��z «  t
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